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Б Б 1 Л E H I Е. 

Начертательной геометріей разематриваются способы со> 

ставлеяія тодныхъ изображеній преднетовъ на плоскости, й з а -

браженіе нежно назвать тѳ.чншъ, когда оно даетъ полное пред 

ставленіе о размѣрахъ,. формѣ и от'насительномъ паложеніи а т -

дѣльныхъ частей предмета. Для \э$лей техники точныя изображе 

н ія имѣютъ громадное значеніе , такъ какъ позволяютъ жереда 

вать свои шсли не только, о. предметах^ дѣиствительно еуще-

етвущихъ, но и воображаемыхъ; пользуясь ими, мшжно разсма-

ѵгривать н,евидимыя на самихъ предметах! детали,, сравнивать 

удаленные одинъ отъ другого предметы и т . д . , поэтому съ дав 

нихъ поръ ученые инженеры занималась изнеканіем* удобнаго 

епособа изображенія тѣлъ. Накзшецъ эта задача была съ ycnS-

хомв разрѣшена во второй П О Л О В И Н ! X V I I I вѣка французсіичъ 

инженеромъ Гаспаромъ Монжемъ, который и положила начало на

ук ! начертательной геометріи, Въ основ! ея лежитъ метод-ъ 

проекціи, къ которому мы и приступаем^, 

П О Н Я Т І Е О П F 0 1 К J] I И. 

Вообразимъ,. что въ пространств! дажа" точка S и пло-

с ю с т ь Р ( ч е р т Л ) . Возвмемъ въ пространств! произвольную 

точку А .и вроведемъ черезъ S и I прямую до пересіченія съ 

П Л О С К О С Т Ь Ю Р въ точкѣ а. Тогда точка а,, по отношенію къ А, 

называется ея- п о л я р н о ю или ц е н т р а л ь н о ю 
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п р о е к . ц і е ю , -S * н о -л ю- с о м s, Sa - п р о е -к ти -

р у в щ е и прямою, а Р - п л о с к о с т ь ю п р о е к -

д і й, Подобно точкѣ "А можно построить .центральную проекпію 

Ъ и всяком точки пространство В„ Таков способъ проектшрова-

н ія навивается способом .центральныхъ праекцій. Тажъ какъ 

каждая изъ прямихъ SA или SB пересѣкаетъ плоскость Р только, 

въ одной точкѣ, то каждой точкѣ пространства соответствуете 

одна проекция на плоскости Р= Коли на проектирующей SA В О З Е -

немъ ряда точекъ: А,, А л , , < т о очевидно, что ихъ проекціи 

совпадутъ c i а, которая поэтому будетъ геометрическим* мѣ-

стомъ проекдій веѣхъ точекъ проектирующей SA. Таким* обра-

зоыъ, при данномъ положеніи полиса и плоскости проекпій ,вся 

кой точкѣ пространства соотвѣтствуетъ одна проекпдя,а всякой 

проекпіи соответствуете безконечное множество тцчекъ про

странства, которыя будутъ лежать на прямой, соединяющей эту 

проекцію съ полюсомъ. 
Точно т.акъ же находит

ся проекція линіи. Пусть AD 

((черт.2) - данная кривая, S-

полюсъ, F - плоскость проек-

цій- Так-ь как% всякую линію 

м-ожно раз сматривать какъ гео-

' _ метрическое мѣсто тоіекъ, то 

дроекпіей линіи будетъ служить геометрическое масто проекцій 

ѳтихъ точекъ, которое, кромѣ частныХъ случаевъ, будетъ линія 

кривая- Итакъ, полярного или центральною проекдіею какой-либо 
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Черт.2„ линіи служитъ кривая лвнія 

abed Коническая же поверх

ность Sabcd назыв, п р б— 

е к т и р у ю щ е ю п о -

;в е р х н о с т ь ю = 

Проекція abed ыожетъ 

быть разематривэеиа жакъ 

линія сѣченія плоскости Р съ проектирующей конической по 

верхностью, т-,е, съ поверхностью, вершина которой есть по-

люсъ, а направляющею - данная линія AD Поэтому централь

ная проекція линіи называется еще к о н и ч е с к о ю , 

•іри данноыъ псложеніи полюса S, плоскости проекцій Р, лж-

ніи AD соответствуете единственная и вполне.определенная 

проекція abod, которая изменяется только при изміненіи по-

ложенія S и P; если же будетъ дана проекція abed, то кри-

выхъ въ пространств!, ей соответствующих^ будетъ безчи-

сленное множество, который будутъ расположены на конической 

поверхности, иміюшей вершину въ полюсе s,, при направляющей 

AD данной кривой. 

Если въ пространства дана площадь, ограниченная кри

вой, то подобнымъ же образомъ можно построить ея проекпію. 

Пусть Т (черт .З ) - данная площадь, S - полюсь, Р -плоскость 

проекцій. Построивши проекціи различных^ точекъ данной пло

щади, мыполучимъ проекцію данной площади на плоскости Р. 

Понятно, что эта проекиДя будетъ ограничена кривой abc, к о 

торая есть проекція кривой линік "АБС, ограничивающей пла-
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Черт с 3. „ щ,адь Т„ При данном^ положе-

ніи полюса и плоскости про

екции, площади ABC соответ

ствуете единственная и оп

ределенная проекщія; обрат

ное же заключен!е не .верно <, 

Постровмъ теперь про

екцию ТБла. Пусть дано чъло произвольной формы ABCD, полюсъ 

Черт 4о , j S и плоскость проекдій 

Р (черт „ 4 h Для этого 

строімъ проеіщій р а з -

лнчвнхъ точекъ тѣла, с о 

вокупность которых^ и 

составите проекдію т е 

ла . Совокупность же 

проектирующих^ лин і і ' 

различныхъ точекъ тѣла составите сплошной коничеекій пучок$„. 

сѣченіе поверхности котораго плоскостью Р дастъ кривую abed,, 

ограничивающую проекцію даннаго тела , на плоскости Р, Поверх

ность проектирующего пучка назыв. огибающей поверхностью те-^ 

ла„ Линія abed назыв. контуронъ .проекціи тела. Всякое тело 

ннѣетъ только одну проекцію на плоскости Р,. а всякой проек

ции можеті соответствовать безчвеленное множество тел і .имію-

щихъ общій отибающій конусь.-

Если (черт , 1-4) предположи^, что в і полюс! S будетъ 

находиться светящаяся точка, то отъ вея по всѣмъ направлен!-



ямъ будутъ .распространяться .свѣтовие лучи; тѣ изъ ніш>, КОГ-

торые встрѣтятъ тѣло, дадутъ на плоскости.Р - ;тѣнь. Действи

тельно, ' если на пути Ц В Е Т О В О Г О луча Sa будетъ находиться ма-

теріальная непрозрачная точка А, "то онъ, освѣтивъ ее , jae мо-

четъ достигнуть точки ;а, которая іоэтоку будетъ въ тѣни;.эта 

тѣнь назыв, падающею отъ точки на плоскости Р. Понятно,, что 

кривая abed сѣченія съ плоскостью Р огибающаг© кану.са SABC.0 

ограничить на ней .тѣнь,-называемую падающею тѣнью тѣла на 

плоскости Р, Огйбаюш,ій конусъ SAB CD .- кривой касанія .ABCD 

къ тѣлу раздѣлитъ его на освѣісенную и темную части;- темная 

часть тѣла называется его собственною тѣнью, • :а кривая к а с а -

н ія .ABCD - линіей отдела ссвіщенной ласти тѣла отъ неосве

щенной < Такнмъ образомъ, на .центральную проекдію можно -смо

треть какъ на тѣнь, падакщую отъ ;тѣла или данной .системы ' 

матеріальнвхъ точекъ на разсматриваемую плоскость. Е с л и 

в ъ о о о с I S (.черт.4) помѣстимъ глазъ наблюдателя,то 

тогда центральная проекція обращается въ перспективное Е З О -

браженіе. Действительно, • тогда отъ аЪс '.въ глазъ наблюдателя 

будутъ падать тѣ же самые лучи,' что и отъ тѣла .АБС, и будутъ 

.производить такое >же впечатлѣніе, Такимъ о б р а з о м , на.цен

тральную проекцію.можно смотрѣть какъ на перспективу. Пло

скость проекцій Р, .которой въ' этомъ случаѣ даютъ вертикаль

ное положеніе и помѣщаютъ ее между точкой з р і н і я S и дан-

нымъ цредкетомъ,; назевается к а р т и н о. ю* На перспек-

тивномъ изображеніи всякое тѣло представляется, намъ-и'акимъ, • 

какимъ мн его вкдимъ.или мокемъ видѣть въ действительности, 
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смотря в з ! определенной точки -зрѣнія, 

ЙСЛИ ПреДІЮЯОЖИМЪ, • ЧТО ТОЧЕа ЗрІНІЯ ВМѢСТЪ СЪ ПОЛЮСОМ! 

удаляется B Ï безконечность по наіравленію рр' ((черт „ 5),.тогда 

.центральная проекдія а , ь , с , . данной системы тѳчекъ обра^а-

Черт„5, етея въ параллельную 

&о * » с„ с . - . « , . , а пра.-

ектирующія линіи :- въ 

прямая Аа„, ВЬ„, Со,,. 

параллельный р р ' ; съ 

другой стороны она об

ращается въ перспекти

ву; поэтому на парал

лельную проекцію ас, ь „ , і с , . ** - , можно смотрѣть к а к ! на пер

спективное изображеніе данной, системы точекъ при условіи, 

что. точка зрѣнія находится в ! безконечности. Понятно, что. 

для пастроенія параллельной проекціи системы точек! необхо

димо знать направленіе проектированія рр' ; и тогда,., проведя 

и з ! А, В,С. <, * прямая Аа о , • Eb„, Ce, „ „. « параллельно рр 1 до 

встрічи съ плоскостью Р, .-получим! ИСКОМыя проекціи а0, • ъо, 
с в . . . . Ісли параллельную проещію разематривать съ конечна-

го. разстоянія , то изображенное на ней тѣло должно предста

вляться намъ такимъ, какимъ вшдѣть его мы въ дѣйствительно-

сти не можем!., Несмотря на неверность или несогласіе этихъ 

изображеній съ действительностью, • ими постоянно пользуются 

въ техникѣ,• какъ изображеніями условными. Условность эта 

заключается въ тбмъ, что предмет! изображается не ТЕКЙМ!,• 
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какикъ мы можемъ вндѣть его въ действительности, a каюшъ мы 

могли бы только его. видѣть при соблюденіи невыполнимаго, 

зпрочемъ,условія - удаленія отъ предмета на безконечно боль

шое разстояніе-. Широкое пользованіе такими условными изобра-

женіами объясняется тѣыъ, что какъ поетроеніе тажихъ нзобра-

женій, такъ равно и пользование ими при рѣшеніи тѣхъ Е Л И 

иннхъ геометрическихъ задачъ относительно изабраженннхъ на 

нихъ предметовъ, является весьма простнмъ,. удобнымъ, чего н е 

льзя сказать про изображенія перспективная, 

Параллельная проекціи разделяются на о р т о. г Or-. 

Е а л ь н ы я или п р я м о у г о л ь н ы я и н а к л он-

е Ï е . Ортогональная проекція получается въ томъ случаѣ,ког

да нанравленіе рр 1 • перпендикулярно, плоскости проекцій, если 

же рр ! • наклонно къ плоскости проекдій Р, то такая параллель-, 

ная проекщія носитъ названіе наклонной. Чтобы построить о р 

тогональную проекцію данной точки D ( черт .Б ) , . 1 . надо изъ нёя 

опустить на плоскость проекцій Р перпендикуляръ. Точка d п е -

ресѣченія этого перпендикуляра съ плоскостью Р и будетъ и с 

комой. Для данной системы точекъ ортогональніхъ прсекдій -

одна, наклонншхъ же безчисленное множество, такъ какъ съ и а -

мѣненіемъ направленія проектирований И З М Е Н Я Ю Т С Я И проекціи. 

Займемся прежде всего разсмотрѣніемъ ортогональной проекціи, 

такъ какъ въ зависимости отъ вея строятся обшкновенно цен

тральная и наклонная проекціи. 
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0. Р Т О . Т О Н А Л Ь Н А Я П Р О . Е К Ц - І Я . 

Построеніе изобрашенія предмета на плоскости С В О Д И Т С Я 

къ построенію изображенія точки и линіи; поэтому разснотримъ 

прежде построеніе ортогональной проекціи точки. Въ ортого

нальной нроекціи положеніе точки пространства определяется 

относительно, двухъ взаимна-перпендикулярннхъ плоскостей,изъ 

которыхъ одной дается вертикальное положеніе, а другой - г о 

ризонтальное. Пусть горизонтальная плоскость проекціз -ЕР' 

. ( ч е р т . 6 ) , I а вертикальная - Q Q ' , линія ихъ сѣченія ху назы

вается о. с ь ю и р о е к ц і й , которая дѣлитъ плоскости 

проехоДй на двѣ і а с т и : вертикальную Q Q ' - на верхнюю Q и 
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нижнюю О1;- горизонтальную РР' - на переднюю Р и.заднюю Р ' . 

Перееѣченіемъ плоскостей проекцій образуются 4 двугранныхъ 

угла., и если продолжить ихъ стороні, то они разділятъ все 

пространство на 4 части, иміющія особая названія ; та .часть 

пространства, ' которая заключается между передней частью га.-* 

ризонтальной и верхней вертикальной,. называется п е р в ой 

ч е т в е р т ь ю ; часть,-лежащая между верхней вертикаль

ной, и задней горизонтальной .- в т о р о. и ч е ;т в е р т ью; 

между задней горизонтальной и нижней вертикальной - т р е - . 

т ь е й ч е т в е р т ь ю и, наконедъ, между нижней в е р 

тикальной и передней горизонтальной - ч е т в е р т о . й 

ч .е т в е р т ь ю. Точка пространства можетъ находиться 

въ каждой изъ четвертей. Возьмемъ точку А въ первой четвер- ' 

Т Й . Построимъ ортогональную проекцію этой точки на горизон

тальную плоскость проекций: для этого изъ А опустинъ на РР'. 

перпендикуляра; точка пересіченія его съ РР1 - а будетъ 

г о р и з о н т а л ь н а я п р о е к ц і я точки А; ли

няя же Аа - г о. р и з о. н т а л ь в о - и р о. е к т и р у-

ш щ а я . Но одной проекидн недостаточно для опредѣленія 

положенія точки въ пространств!,; такъ каяъ, если дана жра-

екція a, то, возставивъ И З Ъ нея перпендикуляръ къ плоско

сти проекцій Р Р 1 , мы получимъ геометрическое место безчи-

сленнаго. множества точекъ пространства, ЙМѢЮЩИХЪ проекціею 

а. Чтобы выразить определенно нолокеніе точки А, необходи

мо иметь еще другое условіе . Если будетъ, напр.., известно 

разстояніе Аа точки отъ горизонтальной плоскости прошцій , 
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тогда положеніе точки А въ пространствѣ можно считать- оаредѣ-' 

ленвшъ, такъ какъ, возстановив.ъ изъ а къ РР' перпендикуляра 

и отложивъ на немъ разотояніе аА, подучимъ единственную и 

вполнѣ опредѣленную точку A. Разстоявіе отъ точки до плоско

с т и проекцій называется о .т ы ѣ т к о й точки, a мѳтодъ 

опреділенія точки въ пространствѣ при помоги отмѣтокъ носитъ 

назьаніе м е т о д .а о .т м ѣ-.т о к ъ . При этомъ метод! 

можно пользоваться одной плоскостью проекцій, Отмѣтки Ж И Ш У Е -

ся о-коло проекпдй (черт .7 ) и, гакъ какъ разстояніе можно о т 

кладывать въ обѣ стороны, то сопровождаются з н а к а м ЕЛІССЪ 

или минуеь* Напр. (черт.7) , , точка ff, проекція которой - î , 

должна находиться въ пространствѣ выше плоскости Р на р а з -

стояніи 4 единицъ мѣры длины, точка же Н, проекція которой -

Ъ. ниже плоскости F на разстсяніи 2,5 е д и н и и ѣ р ? длнп^.Ме-

тодъ отмѣтокъ мы разсыатри-

вать не будемъ. Обращаемся 

къ ортогональной йроенпДи. 

Мы видѣли, что одной пра- ' 

екціи для опредѣленія по> 

лошенія точки въ пространств! недостаточно; строимъ другую 

ея проекпдю. Для этого изъ точки А (черт .6) опускаемъ пер

пендикуляра на вертикальную плоскость проекцій; основавіе 

его - а 1 называется в е р т и к а л ь н о й п р о е к ц і -

е й точки A, a линія Аа' - в е р т и к а л ь н о - п р о > 

е к . т и р у ю і , е й л и н і е й . Двѣ. проекціи вполнѣ огг-

редѣляютъ положеніе точки въ пространств!; действительно, 



ерли даны проекціи а и а 1 , то, возстаяовивъ изъ нихъ пер

пендикуляра къ соответствующимъ плоскостями проекцій и н а і 

дя точку ихъ пересіченія , мы получимъ искомую,единственную 

точку пространстве; на этомъ основаніи вмѣсто точки про

странства разсматриваютъ ея проекціи, и поэтому въ начер

тательной геометріи подъ словами „данная точка" подразуме

вается - даны две ея проекціи, а .„построить точку."значитъ: 

найти ея проекдій. Горизонтальная проекція :точки обознача

ется соответствующей малой буквой, вертикальная - :той se 

малой буквой со значкомъ наверху. .Чтобы задаться п р о е к т а 

ми точки, надо знать условія , которішъ оне должны удовле

творять, такъ какъ не всякія двѣ точки, взятия на плоско-

стяхъ проекцій, могутъ служить проекдіями точки простран

ства . Внведемъ эти условія; для этого проведемъ черезъ Аа 

и Аа' в е с к о с т ь , которая будетъ перпендикулярна къ плоско-

стямъ РР' и Q Q ' . , а, следовательно, перпендикулярна и линіи 

ихъ первойченія, т . е . оси проекцій ху и іересечетъ плоско

сти проек.цдй по прямымъ ао, и о, а1., перпендикулярнымъ оси 

ху. Отсюда видно, что,если изъ а и а' опустить перпендику

ляры на ху, то они пересекутся съ ней въ одной и той же 

точке о, „ Если это условіе выполняется, :то взятыя точки 

можно считать за проекціи точки пространства. Изъ прямоу

гольника Аао, а 1 видно, что Аа1 = ао ; и Аа = а 'о, ; это вы-

ражаетъ, что разстояніе точки отъ горизонтальной плоско

сти проекцій равно разстоянію вертикальной проекціи отъ 

оси, a разстояніе точки пространства отъ вертикальной я л е -
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скрстя проекпій равно разстоянію горизонтальной проел фи ргта 

оси; такимъ образомъ, если вмісто точки будеыъ разсматривать 

ея проекціи, то будемъ знать ея разстояніе отъ обѣихъ плоско

стей сроекіу.й. Замѣтимъ, что плоскости проекцій 1 считаются не

прозрачными. 

.Въ замѣнѣ точки ея проекціями состоитъ методъ проекцій., 

.но для .того, чтобы имѣть возможность поступать .такимъ обра-, 

зомъ, необходимо имѣ:ть двѣ взаимно-перпендикулярныя плоско

сти, а такъ какъ цѣль начертательной геометріи - доставить 

удобны! способъ изображать предметы на одной плоскости, .то 

поступаютъ слѣдующиыъ образомъ: совмѣіцаютъ вертикальную плос

кость съ горизонтальной или обратно, вращая одну изъ плоско

стей около оси ху . Оставимъ горизонтальную плоскость непо

движной., а вертикальную будемъ вращать такъ, чтобы верхняя 

ея часть совпала съ задней горизонтальной плоскостью проек

ций. При этомъ вращеніи точка а ' , будетъ описывать дугу кру

га , потому что она во время вращенія будетъ находиться отъ 

оси ху на постоянномъ разстояніи а 1 о,,, которое .служить ра-

діусомъ .вращенія. Такъ какъ a'o,-L ху, то она останется пер-

•пенднкулярной и при совмѣщенія плоскостей. При описанномъ 

нами совмѣщ,еніи плоскостей проекція .а' совпадете съ а,., .а 

линія .а 'о, заіметъ положеніе а,©,-; но о , а # JL ху и о, a_Lxy, 

слѣдоварльно о, а, и о,.а составятъ одну прямую, перпендику

лярную ху, а потому проекдіи Т О Ч К И А расположатся по обѣ 

стороны оси на одной прямой, перпендикулярной къ ху. Допу

стима, что прямая ху (черт .8) представляеть ось проекций.; 



тогда, если .часть плес-, 

скости, лежащая в ш е 

ху, представляетъ ео.в-

мЗщеніе .верхней верти

кальной съ задней г о 

ризонтальной плоскостью, 

то часть плоскости, л е 

жащая нише ху > совмѣщеніе нижней вертикальной оъ передней 

горизонтальной. По..такому чертежу будемъ представлять поло-

женіе точки въ пространствѣ; на немъ а ' о , .выражаетъ возвнше-

н і е точки пространства "1 надъ горизонтальной плоскостью про

екций, .а ао, удаленіе ея отъ вертикальной. Теперь раземо-

тримъ. расположеніе проекцій точки, лежащей во второй .четвер

ти . Возьнемъ во второй четверти точку В Счерт.б)=; лроекцДи 

'ея суть ѵ и Ъ'.. Будемъ совмещать вертикальную .плоскость пра

ек цій съ горизонтальной, .вращая ее .въ ту же сторону;точка V 

упгдетъ въ Ъ, , а прямая ъ ' о і займетъ положеніе Ъ,ол; но ь, ог 

и Ѵ о А . перпендикулярны оси; слѣдавательнЬ b'o^ и ъ, соста 

вят!, одну прямую,перпендикулярную къ .ху. На совмѣщенномъ 

чертежѣ обѣ проекціи расположатся ( :черт .8) выше ху на одномъ 

перпендикуляр! къ оси= При этомъ можетъ быть V ближе къ оси 

•или Ъ, смотря по тому, къ какой изъ плоскостей проекцій бли-

#е :тачка В. Въ нашеыъ случаѣ В ближе къ горизонтальной пло

скости проекцій, слѣдавательно вертикально-проектирующая 

больше .горизонтально-проектирующей, а стала-быть й разстояніе 

горизонтальной проекпіи отъ. оси больше разстояні^ вертикаль-
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ной проекціи до ©си, т . е . о^ъ > о ^ ъ ' . Если (ічерт .6) точка 

G отстоит! на равном!' разстояніи отъ обѣнхъ плоскостей про-

екцій, то обѣ проектирующія равны и проекціи с и с 1 совпа

дут! на совмѣщенномъ чертеж! (черт.8)". 

Еоли возьмемъ точку D въ третьей четверти (черт .6) и 

построим! ея проекдіи d- и d 1., то при вращеніи вертикальной 

плоскости въ ту же сторону, на совмѣщенныхъ плоскостях! г о 

ризонтальная проекція окажется выше ху, а вертикальная ни

же, на одномъ перпендикуляр! къ ху, т . е . расположевіе про-

екціи будет! обратно расположенію проекцій точки, лежащей 

в ! первой четверти ( ч е р т . 9 ) „ Если точка Е будетъ лежать въ 

четвертой четверти (черт.6). , то, какъ видно изъ чертежа,;Бі 

Черт.S . совыѣщенном! поло-

женіи о б ! лроекціи 

будут! находиться 

ниже оси ху, жри 

чем! ближе къ оси 

ножетъ лежать или 

горизонтальная,или 

вертикальная про

е к т а , смотря по тому, къ которой изъ плоскостей проекцій 

ближе, точка пространства Е. 

Если точка F отстоит! на равномъ разстояніи отъ обѣ-

ЙХЪ плоскостей проекпДй, то проекціи совпадут! (черт.9). .Та-

кимъ образомъ, точк! пространства въ каждой .четверти соот

ветствует! определенное расположеніе проекиій.. Разсмотримъ 
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частные случаи положенія: толки. Пусть толка M лежитъ на од

ной изъ плоскостей лроекцій, напр. на горизонтальной, ;тогда 

горизонтальной проещіей ея будетъ «сама толка M-, а верти

кальной - точка m', лежащая на оси ху, .такъ какъ проектиру

ющая Mm' вся лежитъ въ горизонтальной плоскости проекпій по 

теореыѣ: „лав ія , перпендикулярная къ одной изъ двухъ взаим-

HQ-перпендикулярныхъ плоскостей, еовпадаетъ съ другой, если 

ямѣетъ съ ней одну о£щую точку" (черт .6 и 9 ) . Ероекціи ( Т О Ч 

К И К, лежащей на вертикальной плоскости, будут*: вертикалк-

ной .- сама точка Ш, а-горизонтальной - п, на оси проекдій. 

Если точка лежитъ на оси ху, какъ напр. толка К, то обѣ ея 

ароекціи совпадутъ съ самой точкой ( ч е р т . 9 ) . 

Разсматривая- ортогональны; проекцін, какъ условный изо 

браженія тѣлъ или иныхъ системъ точе'къ, мы должны допустить, 

что всякая вертикальная проекдія представляетъ собою изобра-

женіе еистемы точекъ въ предположены расположения точки а р і -

н ія или глаза наблюдателя на безконечно-болыомъ разстояніи 

отъ плоскости Q&':, а что всякая горизонтальная проекція пред

ставляетъ собою изображеніе той же системы, но въ дредположе-

ніи расположенія точки зрѣнія на бесконечно большом*, разстоя-

ніи отъ плоскости РР',. Въ обоихъ случаяхъ, кромѣ того, пред

полагается, что наблюдатель занимаетъ :всегда одинаковое поло-

женіе надъ плоскостью РР' и передъ плоскостью следова

тельно - гдѣ-то въ пред-ѣлахъ перваго угла пространства.Бслѣд-

с т в і е предполагаемой непрозрачности плоскостей проекцій, для 

наблюдателя, расположенная въ предѣлахъ перваго угла, дѣй> 
И. Е. МИХАЛЕВСЩЙ. типо-лит. ю. ВЕКЕРЪ ПРЕЕМН. О. ФАЛЬКЪ. 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Листъ 2-й 
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Ьчвнтелько - видимыми могутъ быть только тѣ :точки и линів , 

которыя лежатъ въ предѣлахъ того se 1-го угла; :точки же и 

линіи, лежащая въ остальныхъ углахъ, не будутъ .видимы. 

П Р О Е К Ц І Й П Р Я М О Й . 

Прямыя линіи, какъ и точки, определяются нроекціями. 

Черт. 10. Про'екцъей ^деннаго 

атрѣзка AB Ічер.Ю.) 

назнвается геоме

трическое мѣсто 

проекцій различ-

Н Е Х Ъ точекъ о т р е з 

к а . Докажемъ, что 

проекціею прямой 

при всякоыъ напра

в л е н а проектированія служитъ прямая и .'только въ частномъ 

случая,- когда направленіе проектированія параллельно данной 

прямой, послѣдняя проектируется .въ :точку. Для зтого иостра-

имъ проекціи двухъ какихъ>либо точекъ А и В данной прямой . 

AB, т . е . а и Ъ, соединимъ ихъ прямой и докажемъ, что проек

ция всякой другой точки отрѣзка на ту же плоскость Р, напр. 

С, лежитъ на прямой аЪ. Чтобы построить проекціи точекъ А и 

В, проЕодимъ черезъ нихъ проектируются линіи параллельно•на

п р а в л е н а прожгированія p p r . Точки встрѣчи послѣднихъ съ 

плоскостью Р - а и Ъ суть наклонныя проекціи А и В. Вообра-

зимъ плоскость R, проходящую черезъ двѣ параллельная пряідія 
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Аа и в ь . Эта-плоскость будетъ параллельна рр'., такъ какъ про-

ходитъ черезъ пряыня Аа и Eh, параллельный р р ' , 'и пересѣчетъ 

плоскость Р по прямой ab. Если на прямой .AB возьмемъ ;точку С 

и проведеыъ черезъ нее прямую Сс, .параллельную .рр'., то она 

всѣми точками савпадетъ съ плоскостью В,, и поэтому точка -с 

встречи ея съ плоскостью Р будетъ лежать на прямой ab; но 

дочка с есть проекція. точки G. Такимъ образомъ, мы доказали, 

что проекдія произвольной -точки С, лежащей на прямой :АВ, н а 

ходится на прямой, соединяющей проекціи двухъ произвольныхъ 

точекъ данной прямой, следовательно эта прямая будет* гео> 

метрическимъ мФотомъ проекцій всѣхъ .точекъ прямой, т . е . ея 

цроекніей, . Такъ какъ положеніе прямой аЪ на плоскости Р оп

ределяется вполне точно положен!емъ двухъ какихъ>либо ея т а -

чекъ, то для построенія яроекціи прямой надо построить про

екции двухъ ея точекъ и соединить ихъ прямой лнвіей или же 

черезъ данную прямую провести плоскость іараллельно напра

в л е н а проектирования р р ' ; пересеченіе ея съ плоскостью Р и 

определитъ искомую проекцію. Эта плоскость называется проек

тирующей, :а прямая аЪ наклонною или косоугольною мроекпіею 

прямой AB. Если данная прямая ЕР параллельна .рр'., то ея к о 

соугольной проекціей будетъ точка £ . Въ ортогональной проек^ 

ціи направленіе проектированія .рр' перпендикулярно ко», пло

скости лроекцій Р, поэтому, чтобы построить ортогональную 

проекцію прямой, надо построить ортогональный проекціи двухъ 

ея точекъ и соединить ихъ прямой. Если разсматривается атрѣ-

зокъ прямой, то для полученія его проекпди строятся проекпдЕ 
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'конечннхъ его' .точекъ. Пусть Счерт .И) даиъ атрѣзокъ прямой 

AB, лежащей как!-яибудь въ пространстве; требуется постро

ить его артогоналвныя проекпіи,, -Строимъ ортогональная про

екции конечннхъ его точекъ A і В. Для этого опускаемъ на 

плоскость проекцій Р и Q перпендикуляры изъ точешь А и В. 

Подошва ихъ а, а'., ь и Ь' будутъ проекпілми конечннхъ т о 

чекъ. Соедйнивъ ихъ прямыми, получимъ проежціи ab и. a'b* 

даннаго отрезка AB. Ортогонельныя проекціи прямой можно 

построить также, проведя черезъ нее ДВЕ плоскоста,перпенди-

кулярныя плоскостямъ проекцій, при чемъ плоскость, проходя

щая черезъ две проектируются аА и ъВ, называется г о р н-

.Черт.11. з о н т а л ь н о :- п -р о -

е к т и р у ю щ е й, а 

проходящая черезъ проекти

р у ю ^ а'А и ь 'В - в е р -

т и к а л ь н о - п . р о е к -

1 в р у в rç е й. Двумя 

проекпіями на двухъ взаимно-

" п е р п е н д и к у л я р н Е х ъ плоско

с т я х ! проеіщій прямая пространства вполнѣ определяется;дей

ствительно, если даны две проекціи прямой, то, жюбразнвъ 

дві плоскости, іроходящія черезъ нихъ и перпендикудярныя 

плоскостям! проекщіи, мы получимъ единственную и вполне оп

ределенную линію ихіа сеченіа , которая и будетъ прямой, соот

ветствующей даннымъ п р о е к ц і я м ъ о йтакъ, две. п р о е к д і и .вполне 

определяют! п о л о ж е н і е прямой въ пространстве; поэтому :вмѣ> 
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сто прямой мы можемъ разсыатривать ея ироекцій и ноде слова

ми.* «дана прямая" будеме подразумѣватв: „даны две ея проеж-

цін", а поде словами: „построить прямую11 - „построить дві ея 

проекціи". Прямая, данная проекциями, пишется такъ: (ab,a* b' ) , 

при чемъ ab обозначаете горизонтальную проекщію данной пря

мой, а а ' ь ' - ея .вертикальную проекцію. Если разсматржвают-

ся проекціи отрѣзка прямой, то OEÎ обозначаются двумя буква

ми на каждой плоскости проекціи, при чеме берутся дроекцін 

крайннхе точеке. Если же .рассматривается прямая неопредѣлен-

ной длины, то проекціи ея обозначаются или одной буквой на 

каждой плоскости проекцій, или.двумя, при чемъ .ве послѣд-

нбые случаѣ эти буквы ыогуте и не соответствовать одной точ

ке прямой, каке это бываете при разсмотреніи проекцій о т р е з 

ка . 

Яри савміщеніи плоскостей проекидй, проекціи прямой AB 

получаются на одной плоскости (черт.12). , при чемі вертикаль

ная проекція a'b' ваше оси ху, а горизонтальная - ниже. По 

расположена проекцій относительно оси ху можно судить о рас-

положеніи прямой относительно плоскостей проекдій. іак%, на-

примере, если проекціи наклонены ке оси, то прямая наклонна 

ке плоскостямъ проекцій. 

Если отрезокі находится .во.второй четверти,.то проекціи 

его расположатся в ш е оси (черт .12 , I I I ) „ Для отрезка, наха-

дящагося ве третьей четверти, .расположение проекцій будете 

обратное расположенію проекцій отрезка, находящагося въ пер

вой четверти (черт .12 , IV)„ Проекціи отрезка, лежав^аго ве 



17. V. 4-ой четверти, распо

ложатся обратно про-

екціямъ отрѣзка вто

рой четверти, :т. е . 

будутъ ниже оси ху 

( ч е р т . 1 2 , V ) . Дри 

этомь надо замѣтить, 

что нѣкоторыя изъ 

проекцій при предпо-

ложеніи непрозрачности плоскостей проекцій будута невидимы, 

а именно: во 2-ой четверти .- горизонтальная., въ 3-ей - и г о 

ризонтальная в вертикальная, въ 4-ой - вертикальная. 

Ч А С Т Н Ы Е С Л У Ч А Й Р А С П О Л О Ж Е Н І Я 
П Р Я М О Й - В Ъ П Р О С Т Р A H С Т В ѣ . 

Если лрямая параллельна одно! изъ плоскостей проекцій, 

.- 22 -
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то вроекпія ея на' другую плоскость будетъ параллельна ѳси,:а 

на первую можетъ имѣть какое угодно положение. Золожныъ,пря

мая AB (черт.13) параллельна горизонтальной плоскости Р. Да-

кажемъ, .что' вертикальная ея прое&ція -.a'V параллельна оси 

ху, а горизонтальная -аъ можетъ иыѣть какое угодно положеніе. 

ЧтобЕ доказать, что а 'ъ 1 параллельна оси ху, замі&тимъ:,, что AB, 

будучи параллельна плоскости Е, отстоитъ о:тъ нея .всѣми С В О И 

МИ точками на одномъ и томъ же разстояніи и потому в е р т и к а л ь 

ная проекціи этихъ точекъ равно удалены о'тъ оси ху и г е о м е 

трическое мѣето ихъ даетъ прямую, параллельную оси ху . Сле

довательно, а 'Ь' параллельна ху. 

Черт .13о Со.ВЕѣденное поло

жен! е- показано на черт. 

14-мъ, Обратно, если 

.•а'Ь' параллельна ху, то 

Ш II Р ( :черт.13). Дей

ствительна, ÀB. лежитъ 

въ .вертнкальна-прое^ти

рующей плоскости Aa'b'B, 

параллельной плоскости Р, 

вслѣдствіе тога,ч;то и е -

.ресікающіяея пряыгя а"Ъ' 

и ;а'А параллельнЕ Р,- по

этому АБ параллельна Р . 

Если прямая параллельна 

.вертикальной плоскости 

Черт/14. 
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Черт .16 . 

Черт .17 . 

Черт .15 . проекпій, ,то ея горизон

тальная проекція .парал

лельна оси, а .вертикаль

ная .расположится какъ 

угодно, какъ это показа

но на черт. 15-Ms. Если 

пряная параллельна оси 

проекцій ху, напр. прямая 

AB .('черт. 16), то проежцін 

ея буду.тъ параллельны оси 

І ч е р т . 1 7 ) . Обратно, если 

ab параллельна ху и а 'Ь' 

параллельна ху, то и АЕ 

параллельна ху ( ч е р т . 1 6 ) . 

Если пряная перпен

дикулярна одной изъ пло

скостей проекцій (черЛ8). , 

то проекаДя ея на эту л л а -

скость будетъ точка, а на 

другую.- прямая, перпенди

кулярная жъ оси проекцій. 

Положим^, что прямая AB 

перпендикулярна къ плоско

сти Р, тогда ея горизонтальной проекціей будетъ служить точ

ка а, а вертикальной .- прямая а'Ь*., перпендикулярная къ оси 

ху . Для доказательства замѣтимъ, что вертикально-проектирую-
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Черт .18 . цая плоскость а'ъ'ВА будетъ 

перпендикуіярна и ш плоско

сти о; точно такъ же эта 

плоскость а'Ь'ВА будетъ пер

пендикулярна и къ .плоскости 

Е, потому что проходить Чб-

резъ линію AB., перпендику

лярную Е Е - этой плоскости;но 

ц если плоскость перпендику

лярна жъ двум* пересекав

шимся плоско ст-ямъ, то она 

перпендикулярна и къ линіи 

ихъ перес$ченія № , а потому 

а'Ь'ВА будетъ перпендику

лярна къ ху и, следователь

но, всякая линія этой пло

скости будетъ перпендику

лярна къ ху, а потому 

â ' b ' J . ху. Если прямая 

перпендикулярна къ плоско

сти вертикальной, то ея вертикальной проекцией будетъ точка, 

а горизонтальной .- прямая, перпендикулярная оси .проекцій.На 

еавыещенныхъ плоскостях* такая пряыня расположатся,какъ по

казано на черт. 19-мъ. 

Если горизонтальная проекція совпадетъ съ вертикальной 

С черт .20 ) , то прямая пространства расположена такъ, что все 
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точки .ея OTGïosïï на равномъ .разстояніи аиъ ѳбѣихъ плоскостей 

проекцій, . т . е . она лежитъ въ плоскости, дѣлящей уголъ между . 

плоскостями проекцій пополамъ. действительно,, прямая ( ab, а ' V ) 

(ічерт.20) представляетъ собою савмѣщеніе горизонтальной и 

вертикальной проекдій данной прямой, и такъ какъ, .во-первыхъ, 

обѣ проекціи лежать вьшге ху и, во>вторыхъ, совмѣщаются, то мы 

можемъ заключить, что данная прямая лежитъ .во .второй четвер

ти и всѣ ея точки равно отстоятъ о:тъ обѣихъ плоскостей про

екций, т . е . эта прямая леяитъ въ плоскости, дѣлящей второй 

уголъ пополамъ. 

Если прямая лежитъ на одной язъ плоскостей проекцій, 

то она сама будетъ служить одной проекціей, другая же. про

е к т а будетъ совпадать съ осью ху, такъ какъ проектирующія 

всѣхъ точекъ данной прямой будутъ совпадать съ той плоско

стью, на которой лежитъ данная прямая (черт„21) . Прямая-

.Черт.21. ( h r . l i ' f t 1 ) лежитъ на 

.верхней'вертикальной 

плоскости прозкцій.; 

прямая же ( s t , s ' t ' ) -

на передней горизон

тальной. 

Если проекніи и е -

ресѣкаютъ оеь ху ЕЪ од

ной точкѣ, то и соответствующая имъ прядая цересѣкаетъ ху 

въ той не точкѣ, такъ какъ эта точка представляетъ собою 

об^ проекціи нѣкоторсй точки прямой пространства, а если 
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Черт.22. проекціи точки простран

ства лежать на оси ху, то 

и сана точка дежитъ, на-

этой оси, стадо-быть дан

ная пряная и ось имѣать 

общую точку, т * е . пересе

каются Счерт.22) . 

Кронѣ двухъ плоскостей проекцій говизонтальной и вер

тикальной въ начертательной' геонетріи разсматривается аце 

плоскость, называемая в р о. ф и л ь н о й п л о. с к о -

с т ь ю. профильной плоскостью называется плоскость,перпен

дикулярная оси ху.'Такимъ образомъ, если плоскость (ічер-

тежъ 23) перпендикулярна ху, то она есть профильная пло

скость . Яри этомъ линіи сѣчен іяэтой ПЛОСКОСТИ съ плоокостя-

Черт.23. /, аи проекцій, т . е . о ^ / з Й 

ffi будутъ перпендику

лярны къ оси проекцій 

ху. Если прямая про

странства находится въ 

профильной плоскости, 

напр. прямая AB, то про- ' 

екціями ея будутъ. г а -

ризонтальная ab - на шшжыуі , а вертикальная а 'Ъ ; -• н а / з р 

Проекциями эта прямая не определяется, потому ч-ю, есл:й ча -

резъ проекціи прозедемъ проектирующія плоскости, то оне со>* 

впадутъ оъ плоскостью ^/2^ и за линію ихъ пересіченія моьяо 
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принять всякую прямую плоскости с < / з ^ . Если прямую AB будемъ 

перемещать по плоскости ot^ya , давая - ей 'различная положенія, 

напр. CD ( ч е р т . 2 3 ) , то ея горизонтальная - проекція будетъ п е 

ремещаться по ÖL/Z -, а вертикальная - по . Такъ какъ пря

мая Р С / З и / з у ~ перпендикулярны къ оси ху, то и совмещенная 

ихъ положенія будутъ перпендикулярны къ оси ху; поэтому про-

екцін прямой, лежащей -въ профильной плоскости о ^ с у » распо

ложатся на ОДНОМЪ перпендикуляре къ оси ( ч е р т . 2 4 ) . Въ этомъ 

случае прямая задается 

проекціями крайнихъ т о 

чекъ, такъ что точки 

( а а 1 а ЪЪ') суть дроек-

піи крайнихъ точекъ о т 

резка . Способш,позволя-

жщій наглядно видеть, 

расположеяіе въ простран

стве прямой, лежащей 'въ 

профильной плоскости, мы-раземо.тримъ при изучены такъ н а з а -

ваемаго м е т о. д а о о. в н і ц е і і я . 

С Л Ѣ Д Н П Р Я М О Й И И Х Ъ 
В О С Т Р О Е Н І Е . 

Зная проекціи прямой, легко построить точка, въ кото-

ршхъ она іересекаетъ плоскости-проекдіи; эти толки называют

ся ея с л е д а м и .на, плоскостяхъ проек.цій.По.строеніе слѣ-

довъ прямой елужитъ,какъ къ выясяенію ея положенія въ про-



странетвѣ, такъ и къ рѣшенію другихъ вопросов*. Прямая .вооб

ще имѣетъ два сліда: горизонтальный и вертикальный.Перестле-

н і е прямой съ горизонтальной плоскостью проекцій называется 

г а . р и з о. н. т а л ь н ы м ъ елідомъ, .a пересѣченіе ея съ 

вертикальною плоскостью - в е р т и к ж л ь н ы н ъ . Если 

прямая параллельна одной изъ плоскостей проекцій, то. она имі-

етъ одинъ слѣдъ на той плоскости, которой она не параллельна; 

прямая, параллельная оси проекцін, не им§етъ слъдавъ, ' потому 

что. она параллельна о.бѣиыъ. плоскостямъ проекцій .Разсмотримъ-,, 

каким® образомъ находятся .слѣды прямой по ея проещіямъ. 

Пусть 1В(,іер-

тежъ 25) - данный 

отрѣзокъ, ab и 

ä ' b 1 - его про.ек-

.ційо Тогда Е бу

детъ вертикальным 

слідомъ I B , а С . -

горизонашьньшъ. 

Горизонтальной іро-

екціей горизонтальнаго слѣда служитъ сама точка С, лежащая 

на го.ризонт.альной плоскости проекцией, вертикальная же про.-

екція горизонтальнаго. слѣ да должна, лежать, ва-первыхъ, на 

продолженіи вертикальной проекдіи a 'b ' , такъ какъ точка G 

лежитъ на продолженіи I B , во-вторыхъ, на оси, такъ какъ С 

лежитъ на плоскости проекщій, слѣдовательно ..вертикальной ира.-

е к р е й горизонтальнаго слѣда будетъ служить точка пересѣче-
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Черт о 26, н ія продояженія 

вертикальной 

проекціи данной 

прямой съ осью 

проекщій Подоб^ 

нымъ же раз су- . 

жденіенъ мы ма-

же^ъ притти къ 

выводу, что горизонтальная проекция вертикального, слѣда дол

жна лежать въ: точкѣ пересѣченія іродолженія горизонтальной 

проекціи данной прямой AB съ осью ху, т . е . въ то.чкѣ е'.„ От

сюда вятекаетъ способъ поотроенія сд$давъ прямой простран

ства , данной проекціями. Пусть (ab, a'b') .- данная прзгмая 

(черт .26) при со.вмѣщенныхъ плоскостяхъ проекціи. Для ішостро-

енія горизонтальнаго. слъда продолжшіъ вертикальную іроекцію 

a'b' до. пересѣченія ея съ осью ху въ то.чкѣ с ' з а т ѣ м ъ изъ 

толки с '• .возставляемь перпендикуляръ къ ху и находимъ точку 

пересБченія его съ. продолженіемъ горизонтальной проекціи аЪ 

- с , которая и будетъ искомымъ сл-Вдомъ. Для построения вер-

тикалънаго слѣда находимъ то.чку пересѣченія продолженія г о 

ризонтальной проекціи съ осью ху .- е, во-.зетавляемъ изъ нея 

перпендикуляръ къ ху и строимъ то.чку его пересѣченія съ про-

дрлженіемъ вертикальной проекціи, именно, точку е ' , которая и 

будетъ вертикальнымъ слѣдомъ прямей пространства AB. Если эту 

прямую продолжимъ .за точку Е, то о.бѣ ея проекціи будутъ выше 

оси ху, следовательно, продолшеніе ея будетъ находиться во вто-
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рой четверти; золи -же продол жимъ за та аду С, то обѣ проѳкцін 

будутъ ниже оси и прямая будетъ находиться въ четвертой чет

верти; .стало-быть данная прямая шроходитъ черезъ .вторую, пер

вую и четвертую четверти, и въ первой четверти она идетъ отъ 

G, удаляясь атъ горизонтальной плоскости до точки I , а во 

второі и четвертой четвертяхъ еще болѣе будетъ удаляться отъ 

горизонтальной алоскоати. Такнмъ образом^, построивъ слѣды,-

мы вполнѣ определили положеніе прямой .въ пространства. 

Ле.рт.27. Прилагая :вн- ; 

веденное прави- . 

ло къ построе-

нію слідо.въ-. жря-

мой Cab, a ' b ' ) 

( ч е р т . 2 7 ) , наЁ-

демъ, .что гори-

зонтальнымъ слѣ-

домъ ея будетъ точка с, а вертнкальнымъ - d ' ; точка с* будетъ 

вертикальной проехціей горизонтальнаго слѣда, a d - горизон

тальной гсроекціей вертикальяаго слѣда. отсюда .видно, что о т -

рѣзокъ данной прямой (ad, a 'd ' ) лежитъ въ первой четверти, а 

отр'Ваокъ между' d* и с .- во второй четверти, исли продолжить 

нашу прямую за точку с, то это пррдолженіе (.oh, c ' h ' ) будетъ 

въ третье ! четверти. 

Прямая СаЪ, а'Ь. 1-), параллельная горизонтальной плоско

сти (черт.28}. , будетъ имѣть только вертикальный слідъ - d f, 

KOToçaro горизонтальная проекція - d. 
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Точно такъ 

же, если прямая па

раллельна верти

кальной плоскости 

проекцій, :то она 

имѣетъ только г о 

ризонтальный слѣдъ 

d (черт.29)., вер

тикальная проекщія 

котораго - d 1 . Ес

ли эту прямую пра-

должимъ за d, то 

продолжение ея 

(dr, d 1)?') б у д е м 

въ четвертой четверти, 

3 А Д. А Ч А. На прямой, проекціи которой даны, постро

ить почку. 

Въ начертательной геометрін подъ жостроеніемъ точки 

.подразумевается жостроеніе ея пррекцій. Положим ,̂ что дана 

прямая (ab, а 'ъ ' ) (черт .30) . Если/точка находится на данной 

прямой, то и ея нроекціи должны лежать на соотвѣтственныхъ 

проенціяхъ прямой. Такъ какж въ нашей задач! точка берется 

произвольная, то возьмемъ на горизонтальной жроекціи произ

вольную точку ъ\ которую и будемъ разсматриватъ, какъ гори

зонтальную проещію искомой точки. Вертикальную проекцію тач-
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Черт.30. ки найдемъ,опуетивъ 

перпендикуляра на 

ось ху и продолжив! 

его до пересѣченія 

съ вертикальной про-

екдіей данной пря

мой. Полученная т оч 

ка с будетъ верти

кальной проекціей 

искомой точки. Итак-!, 

проекдіи с и с 1 опредѣляютъ точку, лежащую на данной прямой. 

З А Д А Ч А . Даны проекціи прямой (ab, a ' b 1 ) ; постро

ить на ней точку, находящуюся отъ горизонтальной плоскости 

на данном! разстояніи H (черт .31 ) . 
Возставивъ 

къ оси ху въ 

произвольной 

точке перпен

дикуляр! вверхъ 

отложимъ на 

немъ величину 

h l =Н и черезъ точку 1 проведемъ параллель ху до встречи 

съ a 'b ' въ точке С , которая будетъ искомой вертикальной 

проекціёи. Другую проекдію точки наидемъ, опуетивъ изъ с 

перпендикуляр! на ху и продолжив! его до пересечения съ ab. 

И . Е . М И Х А Л Е В С К І Й . 

НЛЧЕРТЛТ. ГЕОМЕТРІЯ. 
Т И П О - Л И Т . Ю . В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

Листъ 3-й 



З А Д А Ч А . Провести прямую черезъ двѣ данныя точки 

( а , а ' ) и ( b , b ' } ( ч е р т . 3 2 ) . 

Проекціи искомой 

прямой проходятъ черезъ 

соотвѣтствукщія проекыДи 

данныхъ точекъ; поэтому, 

чтобы найти проекцію пря

мой, а 1 соединяема съ Ь' 

и а съ Ь; получаемъ в е р 

тикальную и горизонтальную проекціи искомой прямой. 

У С Л О Б И П А Р А Л Л Е Л Ь Н О С Т И И 

П Е Р Е С Е К А Е М О С Т И П Р Я М Ы Х Ъ 

В Ъ П Р О С Т Р А Н С Т В ѣ . 

Условіе. пересекаемости двухъ прямыхъ при всякомъ на-

правленіи проектирования состоитъ въ томъ, что,если прямыя, 

находящаяся въ пространстве, пересекаются, то и одноименный 

ихъ проекціи тоже пересекаются: при чемъ проекдіей точки ихъ 

пересеченія елужитъ точка пересѣченія ихъ проекцій. Въ орто

гональной проекціи при с.овмтщеніи плоскостей проекдій точки, 

лежатъ на одномъ перпендикуляре къ оси ху, какъ проекдіи од

ной и той же точки. Пусть даны две прямыя (cd, c ' d ' ) и (mn, 

m ' n ' ) , пересекающаяся БЪ точке о ( ч е р т . 3 3 ) ; тогда ея проек-

діи ( о , о 1 ) , находясь на пересеченіп проекцій прямыхъ, должны 

лежать на одпомъ перпендикуляре къ оси ху. Обратно,если про

екта и прямыхъ пересѣкгются и прямая, соединяющая точки ихъ 



пересѣченія, перпен

дикулярна къ оси, то 

и прямыя въ простран

стве пересѣкаются. 

Условіе паралг-

лельвости прямыхъ с о -

стоитъ въ томъ, что, 

если две прямыя AB и 

CD параллельны, то и 

одноименная ихъ про

екции на всякую пло

скость, при всякомъ 

направленіи проекти

р о в а в ^ , тоже парал

лельны. 

ііоложимъ, что 

проекціи параллельныхъ прямыхъ AB и CD на плоскость R (черт. 

34-ый) суть ab и od; докажемъ, что ab параллельна cd. Заме

т и т , что проектирующая плоскости CcdD и АаЬВ параллельны, по

тому что AB параллельна CD и-проектирующая Аа параллельна Сс, 

какъ параллельныя одному и тому же напраЕленію проектированія, 

и П О Т О М У Д Е Ъ пересекающіяся линіи одной плоскости параллельны 

двумъ пересекающимся линіямъ второй и самыя плоскости парал

лельны; двъ параллельныя плоскости пересекаются третьей по -

линіяыъ параллельнымъ, следовательно ab параллельна cd. 

Обратно, если одновменкыя ортогональныя проекціи пря-
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Черт .35 . мыхъ параллель-

qd и a'b' парал-

ab параллельна 

лежаждя въ про-

ны, то и прямыя, 

лельн о 

странствѣ, п а -

кажекъ,что 1В 

раллельны. Дано 

( ч е р т . 3 5 ) , что 

d ' ; до -

параллельна CD. Для этого черезъ ab и od проведемъ горизон

тально-проектирующая плоскости, которыя будутъ параллельны 

между собой; черезъ a'b' и c ' d ' проведемъ вертикально-проек-

тирующія плоскости, которыя также параллельны между собой. 

Такимъ образом* имѣемъ, что проектирующая плоскости одной 

соответственно параллельны проектирующимъ плоскостями другой. 

Эти плоскости пересекаются по прямымъ ІВ и CD. Бзъ геометрія 

известно, что если двугранные углы имъютъ стороны соответ

ственно параллельныя, то и ребра ихъ также параллельны. От

сюда ЕЙдно, что АЕ параллельна DD. йсключеніе еоставляютъ 

прямкя, лежашДя въ профильныхъ плоскостяхъ; проекціи такихъ 

прямыхъ параллельны, но сами прямыя могутъ быть непараллель

ными, ибо всякая прямая, лежащая въ профильной плоскости,имѣ-

етъ проекпіи перпендикулярныя къ оси ху. 

Въ ортогональной лроекціи, проекція меньше проектируе

мой прямой, но въ наклонной кожетъ быть и больше ея,и меньше. 
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Черт.36. Чтобы показать э т о , в о з ь -

мемъ отръзокъ AB и к а -

кую:-нибудь плоскость 

проекцій H, при чемъ точ-

Н. Построим^ (черт .36 )ор -

ка А лежитъ въ плоскости 

тогональную проекцію от 

резка; для этого изъ точ

ки В опускаемъ перпенди

куляръ на плоскость яроекдій., подошву его Ъ соединяемъ съ 

точкой А, которая будетъ служить проекціей другой конечной 

точки отрезка АЕ; прямая Аь будетъ ортогональная лроекиія 

даннаго отръзка. Если допустима, что уголъ,образуемый дан-

нымъ отрезком! съ его проекціей, т . е . z BAb =• , то изъ 

прямоугольнаго треугольника АВЬ имѣемъ: Ab = A B c o s ^ . Если 

ос не равно о, т . е . AB не лежитъ въ плоскости проекцій H и 

не параллельна ей, то cos<x< 1, а следовательно AB > lâb, 

т . е . ортогональная проекція меньше соответствующего ей о т 

резка . Теперь построимъ наклонную проекцію 1В. Для этого ч е -

резъ точку В проведемъ ВЪ' параллельно направленію проекти-

рованія р р ' ; точка встречи этой прямой съ плоскостью проек

ций H - Ъ' будетъ наклонной проекціей точки В, а прямая 'АЪ 1-

наклонной проекціей даннаго отрѣзка. AB. Пусть въ косоуголь

ном!'треугольнике АВЪ' уГолъ при вершине V а при вер

шине В - у з . Тогда, еслйуЗ у ^ , то Ab'> AB, т , е наклонная 

проекдія больше соответствующего ей отрезка. Если уз -У-, то 
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Ab' = AB, т . е . проекція равна проектируемому отрѣзку. . Если 

/ 3 < j r > то проекція Ab' < -отрезка AB. Итакъ, наклонная проек-

пія можетъ быть и больше, Й равна, и меньше соответствующего 

ей отрезка прямой при данномъ нзправленіи проектированія. Во

обще соотношеніе между величинами даннаго отрезка и соответ

ствующей ему проекціи можно выразить равенством^: Ab1 = nftB, 

гдѣ n I 1. Существуетъ много направлений проектированія, 

при которыхъ сохраняется равенство Ab' ~ пАВ. действительно, 

если изъ точки А, какъ центра, радіусомъ .Ab' проведемъ окруж

ность и примемъ произвольную ея точку, напр. b ' ' , за наклон

ную проекцію точки В, то прямая Ab' ' будетъ наклонной проек-

ціей отрезка AB, и такъ какъ АЪ'' = Ab ' , какъ радіусы окруж

ности, т о . A b " = аАВ - справедливо. Въ этомъ случае, проекти-

рующія еоставляютъ коническую поверхность, у которой вершина -

В, a образующія пересекаются съ плоскостью H въ точкахъ окруж

ности , центръ которой - A, a радіусь - Ab ' . 

Черт .37 . Имея ор 

тогональный 

проекціи точ

ки или пря

мой и напра

вление про-

ектированія, 

легко постро

ить ихъ на-

клонныя пра-

екціи . Пусть (ab, a ' b ' ) (черт .37) - прсекціи прямой, a (P 0F, 
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Pj P 1 ) - направление проектирования. Построиыъ наклонную про> 

екцію этой прямой. Для этого достаточно построить наклонная 

проехпіи конечныхъ ея точекъ и соединить ихъ прямой. Постро-

имъ наклонную проекцію конечной точки А. Для этого черезъ 

•точку А проводимъ прямую параллельно каправленію'проектиро

в а л и . Чтобы, выполнить это на совмѣщенныхъ плоскостяхъ про-

екцій, надо черезъ а и а 1 провести прямыя параллельно соот-

вѣтст.вующ,имъ проекціямъ направленія проектироваБія;этЕ пря

мыя будутъ проекциями проектирующей прямой, а построивъ ея 

слѣдъ на одной изъ плоскостей проекцій, мы получимъ наклон

ную проекдію точки пространства А. Ръ данномъ случаѣ мы б"е-

ремъ вертикальный слѣдъ потому, что горизонтальный слѣдъ л е 

житъ- на задней горизонтальной плоскости и при допущенной не 

прозрачности плоскостей проекдій не можетъ служить проекці-

ей точки,, лежащей въ первой четверти. Построивъ вертикальный 

слѣдъ-проектирующей, проведенной изъ точки ( Ъ , ь ' ) , получимъ 

наклонную проекпію данной прямой. Если допустимъ, что данная 

точка или прямая ма:теріалъны, проектируюшДя - солнечные ' лу 

чи, которые можно принять за параллельные, то наклонная про-

екція выразитъ падающую тънь стрѣзка на вертикальной плоско

сти . 

Въ практик! за направленіе солнечнаго луча принимается 

напраЕленіе діагонэли куба, котораго двѣ грани гор-изонталь-

ны, двѣ параллельны вертикальной плоскости, а остальная двѣ 

перпендикулярны оси проекцій. Пусть такой кубъ есть 

ABCDA'B'O'D1 ( ч е р т . 3 8 ) , при чемъгрань ABGD совпадаете съ го-
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Черт .38 . ризонтальной плоскостью, 

а ребро ВС - съ осью 

проекцій ху. Діагоналъ 

А1С куба принимается за 

направление солнечнаго 

луча. При такомъ напра

влении солнечнаго луча, 

проекціями его будутъ 

служить діагонали квад-

ратовъ ABCD f' ВВ'С'С, 

т . е . прямыя АС и В С ; но такъ какъ діагонзлн состэвляютъ со 

сторонами квадрата углы m 45°, то проекціи солнечнаго луча 

будутъ наклонив къ оси прсекцій подъ углами въ 45°..' Солнеч

ный лучъ одинаково наклоненъ къ обѣимъ плоскостямъ проекдій, 

что видно изъ равенства угловъ А'CA и A'CBî которые лучъ 

составляетъ съ плоскостями проекдій. Если примемъ ребро куба 

за единвду, то АС = ѵНГ, а изъ треугольника Äkl С получимъ: 
AC I— 

АС - A* Act g АС А' ; отсюда otgACA' = ~ггг = V 2, и УГОЛЪ 

АСА' меньше 45 е . Такимъ образомъ, проекдіи солнечнаго луча на 

клонены къ оси проекдін подъ углами въ 45° , а самый лучъ съ 

плоскостью проекдій составляетъ углы А1CA и А'СВ', которые 

меные 45° . Проекдія солнечнаго луча на профильную плоскость 

DCC'b1 выразится діагоналыо D'C, наклоненной къ плоскостямъ 

проекдій подъ угломъ въ 45° . 

З А Д А Ч А . Построить падающую тѣнь отъ отрѣзка пря

мой (ab, а ' Ъ ' ) на плоскостяхъ проекдій, предполагая,что онъ 
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Черт. 39,. освѣщенъ 

солнечны

ми лучами 

(В) ( В ' ) . 

ТІнь 

отъ отрез 

ка прямой 

ливіи есть 

прямая,по

этому для 

построенія тени находимь тени отъ крайнихъ точекъ отрезка 

( а , а ' ) и ( b , V ) , которыми служатъ точки А и В ( ч е р т . 3 9 ) . Если 

бы эти точки поместились на одной плоскости, то и падающая 

тень поместилась бы на этой плоскости;, въ противномъ случай, 

какъ это у насъ и есть , тень будетъ лежать на обенхъ плоско-

стяхъ проекцій и выразится ломаной линіей .АЕВ. Чтобы опреде

лить направленіе. тени на каждой изъ плоскостей проекцій,, бе:-

ремъ на данной прямой точку ( с , с ) и строимъ отъ нея тень О, 

которую соединяемъ съ В,, тогда прямая BE выразить тень отъ 

отрезка (Ъс, ь ' с ' ) на вертикальной плоскости; соединяя Е и А, 

найдемъ тень на горизонтальной плоскости. 

З А Д А Ч А. Построить падающую тень на плоскостяхь 

проекцій отъ отрезка (ab, a'b')> перпендикулярнзго къ гори

зонтальной плоскости (черт .40 ) . 

Поступая согласно предыдущему, найдемъ, что падающая 

тень выразится ломаной АЕВ, при чемъ тънь на горизонтальной • 
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А* 
Черт .41 . 

Черт .40. плоскости будетъ парал

лельна горизонтальной 

проекціи луча,а на вер 

тикальной - перпендику

лярна къ оси ху. Гѣнь 

отъ отрѣзка (аЪ, а ' Ѵ ) , 

параллельнаго (черт .41) 

оси проекдіи, выра

зится прямою АЕ, 

параллельной оси 

и равной длин! с а -

маго отрѣзка, что 

очевидно. 

З А Д А Ч И . 

Определить, какое 

относительное положеніе заюшаютъ линіи: 

1) Если ихъ вертикальный проекцін сливаются, а горизон

тальная параллельны ( ч е р т . 4 2 ) . 

2) Если горизонтальныя проекціи сливаются, а вертикаль

ный пересекаются ( ч е р т . 4 3 ) . 

3) Если горизонтальная проекція (аЪ) одной и вертикальная 

(c '-d 1 ) другой сливаются съ осью, а вертикальная ( a ' V ) пер

вой и горизонтальная (cd.) второй пересѣкаютъ ось ( ч е р т . 4 4 ) . 
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Черт.43. Черт^44'. 

О П Л О С К О С Т И . 

ПроеклДя плоскости на какую-нибудь плоскость есть также 

плоскость, поэтому она не можетъ быть определена проекдіями. 

Плоскость определяется теми же элементами, какъ и въ. геомет-

р і и : двумя пересекающимися прямыми, прямой и течкой,, тремя 

точками и двумя параллельными прямыми. Чаще плоскость опреде

ляется, двумя пересекающимися прямыми, именно теми, по кото-

рымъ она пересѣкаетъ плоскости проекдій. Эти прямыя называют

ся следами плоскости. Вообще, плоскость имеетъ два следа - г о 

ризонтальный и вертикальный. Пересеченіе данной плоскости съ-

горизонтальной плоскостью проекдій называется горизонтальнынъ 

следомъ, съ вертикальной - вертикальнымъ. Положимъ, разематри-

вается часть плоскости ^ Ѵ 3 / ^ > к о т о р а я лежитъ въ первой чет 

верти, ( ч е р т . 4 5 ) , тогда осуз - линія сеченія съ горизонтальной 

плоскостью проекцій - будетъ горизонтальными следомъ, ауз^--

ливія пересеченія съ. вертикальной плоскостью - вертикальнымъ-' 
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Черт .45 . слѣдомъ..Этими 

линіями и опре-

дѣляется поло- . 

женіе плоскости, 

такъ что, если 

даны слѣды, то 

дана и плоскость 

и подъ словами: 

„построить пло-

скость"надо под

разумевать по-

строеніе ея слѣдовъ. Совмѣстимъ плоскости проекцій, тогда въ 

совмѣщенномъ положеніи слѣды расположатся по обѣ стороны оси 

Черт.46. ху или по одну; 

это зависитъ отъ 

того, въ какой 

части простран

ства расположена 

плоскость (черт. 

46-ой) , но при 

ЭТОМЪ УГОЛЪоС/З^-

не равенъ углу, который составляютъ слѣды въ пространства,по

тому что данная плоскость вмѣстѣ съ плоскостями проекцій с о 

с т а в л я е м трехгранный уголъ*, вершина котораго находится въуз, 

и уголъ с ^ з ^ - ( ч е р т . 4 5 ) , одинъ лйзъ плоскихъ угловъ; но и з - . 

вѣстно, что плоскій уголъ менѣе суммы остальнихъ плоскихъ у г -
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ловъ въ трехгранномъ углѣ, такимъ.образомъ i <*-ß^{ ^-ocp^t 

+ t- y На совмѣщеннсмъ же положеніи о к а з ы в а е т с я , что 

уголъ ocß1^ B î> нашемъ случаѣ равенъ суммі остальныхъ п л о -

скихъ . По расположенію слъдовъ можно суднть и о расположе

нии плоскости относительно плоскостей п р о е к ц і й : если слѣды 

пересѣкаютъ ось , то плоскость наклонена къ плоскостяыъ п р о -

е к ц і й , и обратно , если плоскость п е р е с ѣ к а е т ъ о с ь , то слѣды 

Ч е р т . 4 7 . ея перееекаютъ ось х у ; 

если плоскость п а р а л л е л ь 

на одной изъ плоскостей 

проекц ій , то слѣдъ на 

другой параллеленъ х у . 

Положимъ ( ч е р т . 4 7 ) , п л о 

скость Е параллельна Р, 

т о г д а вертикальный слѣдъ у з у параллеленъ оси, потому что 

паралле-льныя плоскости пересекаются третьей по линіямъ п а -

раллельнымъ. На совміщенныхъ плоскостяхъ т а к а я плоскость вы

р а з и т с я прямой , параллельной ху ( ч е р т . 4 8 ) . На ч е р т . 49 

Ч е р т . 4 8 . п о к а з а н а плоскость 

оіуі, параллельная 

вертикальной п л о 

с к о с т и . Если п л о 

с к о с т ь п а р а л л е л ь 

на ху, но не п а 

раллельна ни о д 

ной изъ плоскостей проекц ій , то оба е я слѣда будутъ параллель 



Черт.50. 

-о 

ны оси ху (чертежъ 

50-ый) на основа-

ніи теоремы: „если 

плоскость параллель

на прямой, лежащей 

въ другой плоскости, 

то она пересѣкается 

съ другой плоскостью 

по линіи,параллель-

ной данной прямой; 

на совмѣщенныхъ пло-

скостяхъ такая -пло

скость выразится 

прямыми,параллельны

ми ху ( ч е р т . 5 1 ) . Ес

ли плоскость,параллельная 

оси проекцій, расположена 

во 2-ой четверти,то (чер 

тежъ 52) при совмѣщеніи 

плоскостей проекцій оба 

слѣда расположатся выше 

ху, а если при этомъ онѣ 

равноудалены оть ху, то 

при совмѣщеніи плоскостей горизонтальный слѣдъос/з (черт .53) 

совпадете съ ьертикальнымъ -у-сР и плоскость выразится одной 

прямой, Если плоскость перпендикулярна къ одной изъ плоско-



Черт.55. 

Черт.56. 

стей проехцій,то слѣдъ ея 

на другой ПЛОСКОСТИ пер-

пендикуляренъ къ оси ху-. 

Положимъ, что <=</3^ 

(черт .54) перпендикулярна 

къ горизонтальной плоско

сти, тогда jz^X^xy, такъ 

какъ плоскости с^/З^г* и 0. 

сбѣ перпендикулярны • къ Р, 

стало-быть и y à ^ i l F , т . е^ 

y y i ü x y . На совмъщенныхъ 

илоскостяхъ слѣды располо

жатся такъ, какъ показано 

на черт.55-мъ. Точно такъ 

же, если плоскость перпен

дикулярна къ 0_, го горизон

тальный слъ-дъ ея pq перпен-

Черт .57 . 

дикуляренъ къ ху (черт .55) , а вертикальный можетъ быть р а с -
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Черт .58 . положенъ.какъ угодно. Если 

плоскость перпендикулярна 

къ ху, то слѣды ея перпен

дикулярны къ ху; такая пло

скость называется, какъ мы 

знаемъ, профильною.- Поло-

жимъ, что плоскость АБС 

перпендикулярна къ ху (чер-

тежъ 56), тогда слѣды ея -

горизонтальный АЕ и вертикальный ЕС будутъ перпендикулярны 

къ ху и на совмѣщенныхъ плоскостяхъ составятъ одну прямую 

АБС ( ч е р т , 5 7 ) , перпендикулярную къ оси ху. 

Если плоскость проходитъ черезъ ось проекпій (черт .58 ) , 

тогда елѣды ея' совпадутъсъ осью; въ этомъ случаѣ положеніе 

плоскости не.определяется слѣдами, такъ какъ плоскость мо

жетъ вращаться около оси (осевая плоскость); для этого надо 

знать или уголъ ( ч е р т . 5 9 ) , дѣлаемый данной плоскостью съ к а -

Чёрт.59. Черт.60. 

кой-нибудь плоскостью проекцій, или проекпіи точки,лежашрй въ 
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данной плоскости R; если, напр. , даны проекдіи. точки А, ле

жащей въ плоскости К, то положеніе плоскости определяется, и 

на совмѣщенннхъ плоскостяхъ это изобразится, какъ .на чертеж! 

59-мъ. Е с л и в ъ п л о с к о с т . и с*-/з^- (черт . 60) 

черезъ точку В, лежащую на вертикальном слѣдѣ, проведемъ па

раллель горизонтальному слѣду, то такая прямая называется г о 

ризонталью плоскости; если черезъ точку Е, лежащую на гори-

зонтальномъ следе, проведемъ параллель вертикальному слѣду, 

то такая прямая EL называется ф р о н т а л ь ю . или в е р - , 

т и к а л ь ю плоскости. 

П О С Т Р О Е Н І Е П Р Я М Н Х Ъ И Т О Ч Е К Ъ ВЪ 

Д А Н Н Н Х Ъ П Л О С К О С Т Я Х Ъ . 

З А Д A I i Даны слѣды плоскости; построить на ней 

прямую. 

На слѣдахъ .плоскости-(черт.61) беремъ по точкѣ;на в е р -

Ч е р т . 6 1 . тикальномъ Cb,V) 

а на горизонтальному 

( а , а 1 ) - Соединяем! 

а* С! Ъ' и а оъ Ъ, 

получаем! проекціи 

искомой прямой, йзъ 

построенія видно,что 

(ЪЪ!) и ( а а 1 ) суть слѣды прямой; следовательно, когда прямая 

лежит! в ! плоскости, то слѣды ея лежат! на слѣдах! плоскости. 

Если плоскость не параллельна оси ху, то возможно другое no
i l Е. МИХАЛЕВСЩЙ. Т И П О - Л И Т . Ю . В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

ЦАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. 1ТТ"— А-Й 



строеніе ( ч е р т . 6 2 ) . 

Возьмемъ на верти-

кальномъ слѣдѣ точ 

ку ЪЪ', проведемъ 

черезъ нее горизон

таль и построимъ ея 

проекціи. Вертикаль

ная проекція . гори

зонтали, какъ линіи 

параллельной гори

зонтальной плоско

сти, должна быть 

параллельна оси ху, 

а такъ. какъ верти

кальная проекція 

должна проходить черезъ Ъ1-, то она построится., если .черезъ V ' 

проведем параллель ху; горизонтальная проекція параллельна 

аС/з f потому что намъ извѣстно, что, если прямыя параллельны, 

то одноименныя проекпіи ихъ параллельны; поэтому, если черезъ 

ъ проведемъ параллель ос/ь , то получимъ Ъе - горизонтальную 

проекцію горизонтали. 

З А Д А Ч А . Построить прямую, лежаи,ую въ осевой пло

скости и проходящую черезъ данную точку (а,а ') ( ч е р т . 6 3 ) , 

Возьмемъ какую-нисудь точку с на оси и соединимъ ее пря

мыми съ а и а 1 ; полученный прямыя ас и а ' с будутъ проекціями 

искомой прямой. Эта прямая проходнтъ черезъ точку (аа^) о с е -



вой плоскости, но чтобы построить произвольную прямую этой 

плоскости, береые на линіи ( ас , а ' с ) точку (m,m') и соединя

ема ее съ точкой d - оси проекцій, тогда прямая (dm, dm*)бу

дете принадлежать осевой плоскости и не будете проходить че -

резе данную течку (а , а' ) , 

Если дано частное положеніе плоскости, то поотроеніе 

Черт.64. прямой, лежащей въ 

этой плоскости,упро

щается. Положимъ, на

до построить прямую, 

лежащую ве плоскости, 

параллельной горизон

тальной плоскости про-

екдій ( ч е р т . 6 4 ) . Таке каке данная плоскость, будучи парал

лельна горизонтальной, перпендикулярна къ вертикальной пло

скости, то вертикальная проекдія Е С Я К О Й прямой, лежащей Е Ъ 

этой плоскости, будете совпадать се вертикальныме еледоме са

мой плоскости, а горизонтальная можете быть расположена,каке 

угодно,- если только не даны какія-лнбо условія ; поэтому пря

мая (э.Ъ, а'Ъ'-) лежите ве плоскостиос/з • 

Если плоскость, ве которой надо построить прямую, пер

пендикулярна,- положимъ, ке горизонтальной плоскости проекцій 

(черт .65 ) , то горизонтальная проекція прямой совпадете се г о -

ризонтальнымъ слѣдоме самой плоскости, а вертикальная а ' с 1 п о й 

дете .каке угодно. Умѣя строить ве плоскости прямую, легко по 

строить и точку; для этого стройке прямую se плоскости и на 



Черт.66 . 

ней беремъ какую-либо 

точку (см. черт .61-65 , 

на котсрыхъ построены 

точки ( е е ) и (m,m' ) 

соответственно въ пло-

скостяхъ o^/s^ ) • 

З А Д А Ч А . По 

данной проекціи о т р е з 

ка прямой, лежащей въ 

данной плоскости, по

строить ея другую про

екцию ( ч е р т . 6 6 ) . 

Пусть требуется 

по горизонтальной про-

екдіи m прямой,лежащей 

въ данной плоскости,по

строить вертикальную. Для этого продрлжимъ m до встречи съ 

горизонтальнымъ еледомъ плоскости и до пересеченія съ ху; 

получимъ течки а и Ъ, которыя будутъ выражать: а - горизон

тальную проекдію горизонтальнаго следа прямой, a b - гори

зонтальную проекдію ея вертикальнаго следа; поэтому,если изъ 

Ъ возставимъ перпендикуляръ къ ху и продолжнмъ его до пересе-

ченія съ вертикальныыъ еледомъ плоскости, то получимъ V -

вертикальный следъ искомой прямой. Если изъ. а опустимъ пер-

пендикуляръ на ху, то найдемъ вертикальную проекцію горизон

тальнаго следа.. Ооединивъ а» съ Ь ' , получимъ искомую-проекцію. 
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Рѣпгамъ эту задачу для случая, когда проекція отрѣзка 

прямой, лежащей въ данной плоскости, параллельна одному изъ 

слѣдовъ плоскости. Пусть данная проекція m параллельна оС/з 

( ч е р т . 6 7 ) . Продолжимъ проекцію m до встрѣчи съ ху, положимъ, 

въ точкѣ Ъ, которая будетъ горизонтальной проекцией верти-

калькаго слѣда; изъ ъ возставйкъ перпендикуляръ къ ху до п е -

Черт.67. ресѣченія съ в е р -

тнкальнымъ слѣдомъ 

плоскости; на п е -

ресѣченіи найдемъ 

V - вертикальный 

слѣдъ прямой и . з а 

ключаема что пря

мая проходитъ ч е 

резъ точку (Ъ,Ъ') . 

Опредѣлимъ направленіе вертикальной проекціи прямой; для э т о 

го черезъ шЪ проводим^-горизонтально-проектирующую плоскость, 

пересѣченіе которой съ плоскостью с у з д а с т ъ искомую пря

мую, параллельную ^ у з , такъ какъ линія пересѣченія плоско

стей, проходящихъ черезъ параллельныя прямыя, параллельна 

этимъ прямыкъ; разъ искомая прямая п а р а л л е л ь н а , то она 

есть горизонталь плоскости и потому вертикальная проекція ея 

параллельна ху. Проведя черезъ ъ ' параллель ху, получимъ и с 

комую проекцію. 

З А Д А Ч А . По данной проекціи точки, лежащей въ дан

ной плоскости; найти другую ея проекцію. 
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Черт .68 . Пусть дана 
/Г 

вертикальная проек;-

д ія а 1 точки, • лежа

щей въ плоскости 

с ^ / з у ( ч е р т . 6 8 ) . 

Чтобы построить ея 

горизонтальную про-

екдію,проводимъ че

резъ а 1 , произволь

ную прямую c 'd' и принимаемъ ее за вертикальную проекдію пря

мой, лежащей въ данной плоскости. По вертикальной проекдіи 

c 'd ' по из^ѣстному правилу строимъ и горизонтальную проекдію 

cd . Прямая (cd, c ' d * ) , находясь въ плоскости с ^ / З у , прохо

дить" черезъ ту.точку плоскости, вертикальная проекдія кото 

рой есть а' • По вертикальной проекдіи точки строимъ ея гори-

Черт.69, зонтальную проекдію -

а, которая и будетъ 

искомой. Горизонталь

ная проекція. точки 

,иожетъ быть найдена . 

еще такикъ образокъ: 

черезъ а' (черт.69.) 

проводимъ m'n*. парал

лельно aqr и, принимая ее за вертикальную проекдію прямой, 

лежащей въ равной плоскости, строимъ горизонтальную mn парал

лельно ху, тогда прямая (mn, ш 'п ' ) пройдетъ черезъ точку пло-
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Черт.70. скости, которой верти

кальная проекція - а» . 

По вертикальной проекціи 

а' находимъ горизонталь-

жую а, лежащую на прямой 

mn. Рѣшимъ ту же задачу, 

предполагая,что плоскость 

проходить черезъ ось и 

данную точку (черт .70 ) . Положимъ, что .дана горизонтальная про

екция . f точки, лежащей въ плоскости, .проходящей черезъ ось ху 

и-данную точку а , а ' ; требуется построить.другую ея проекцію. 

Соединяем* точку f съ а; прямую-fa пр'одолжаемъ до пересіченія 

с ъ о е ь ю х у въ точкѣ о, -которую соединяемъ съ .а ' - Прямая Сао, 

а ' о ) лежитъ въ данной плоскости и проходитъ черезъ точку, .ко

торой горизонтальная проекція есть f . Опускаеыъ изъ f перпен

дикуляръ на ось ху и, продолживъ его до пересѣченія съ а' о въ 

точкѣ f , найдемъ искомую проекцію. При рѣшеніи этой задачи 

можетъ случиться, что прямая fa не пересѣчетъ ху въ предѣлахъ 

чертежа. 

Въ этокъ случаі поступаем! такъ: проводимъ черезъ точку 

( а , а ' ) прямую (а.с, а ' с ' ) (черт.71) и на ней выбираемъ точку 

( b , b ' ) такъ, чтобы послѣ соединенія точекъ b и f, пряная bf 

перееѣкала ось въ предѣлахъ чертежа въ какой-нибудь точкѣ h; 

если ь соединим! съ ъ и b ' , то получимъ ірямую-(ъь, b ' - h ' ) , л е 

жащую въ данной плоскости и проходящую черезъ точку>-гѳризон-

тальная проекція которой есть f . По горизонтальной проекці-и 
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Черт .71 . строимъ вертикальную f . 

Такимъ образомъ, 

когда даны слѣды пло

скости, то можемъ п о -

у строить прямую и точку 

въ этой плоскости, а 

следовательно и какой-

-нибудь многоугольникъ. 

Если плоскость будете дана другими условіями,напр..точ-

кой и прямой или двумя пересекающимися прямыми, или двумя 

параллельными прямнми, то также легко построить точку и пря

мую въ плоскости, а равно и слѣды плоскости. Разсмотримъ,ка-

тиъ образомъ въ плоскости, данной какими-нибудь условиями, 

построить пряную линію или точку, а также слѣды плоскости. 

Черт.72. Пусть плоскость 

дана прямой ( ab . a ' b 1 ) 

(черт .72) и точкой 

( с , с*.) ; требуется на 

ней построить какую-

-нибуді прямую или 

точку. Для этого на 

данной прямой (аЪ, 

а ' Ъ ' ) беремъ произвольную точку (m,m') , которую соединяемъ 

оі данной точкой ( с > с ) . Тогда .прямая ( тс , и ' о ' ) будетъ л е 

жать зъ данной плоскости, потому что имѣетъ съ ней общія т о ч 

ки С о , с ' ) и -. (m е m • ) ; поэтому всякая точка-, взятая ьа построен-



ной пряной, будетъ•принадлежать нашей плоскости-, следова

тельно и точка ( п , п ' ) . То же самое, если бы мы точку Си,п 1} 

соединили съ точкой ( а , а ' ) или .какой-нибудь другой точкой 

прямой (ab, a ' b ' ) , то получили бы прямую, принадлежащую дан

ной плоскости; поэтому прямая (па, n ' a 1 ) будетъ лежать въ 

данной плоскости и всякая ея течка будетъ принадлежать той 

же плоскости. Для построенія горизонтали "этой плоскости по-

ступаемъ такъ: черезъ точку а' проводиіь a 'd 1 параллельно 

оси проекдій и принимаемъ ее за вертикальную проекцію гори

зонтали, а точку d' встречи этой параллели съ Ь ' с ' проекти-

руемь на ъ с въ точку d, которую и соединяекъ съ а; тогда 

(äd , a'd*) и будетъ искомою горизонталью,потому что она па 

раллельна горизонтальной плоскости и лежитъ въ данной пло

скости,какъ прямая', соединяющая двѣ ея точки ( а , а * ) и (d ,d* ) . 

Обратимся къ построенію следовъ плоскости, полагая, что она 

дана двумя пересекающимися прямыми. 

Черт.73. 
Пусть дани 

двѣ пряішя(аЬ, 

a'b») и (cd, 

C d ' ) , nepecl-

к а щ і я с я въ 

точкѣ (о , о») 

(черт .73 ) ; т р е 

буется постро

ить слъды пло

скости, опреде

ляемой ими. 
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Для этого продолжаема эти прямыя до пересеченія съ пло

скостями проекцій, или, что все равно, строимъ ихъ слѣдн. Го

ризонтальный слѣдъ первой прямей (ab, а ' Ь ' ) есть точка (а , а' ) , 

а горизонтальный слѣдъ другой прямой (cd, c 'd 1 ) есть точка 

(d ,d ' ) ; соединивъ двѣ полученныя точки а и d прямой ad, н а -

ходимъ горизонтальный слѣдъ нашей плоскости, • который Еазнва-

емъ черезъ аС/3 . Найдемъ теперь вертикальные следы данныхъ 

прямыхъ, т . е . точки о* и ь ' и, соединивъ ихъ, получимъ в е р 

тикальный с л ѣ д ъ ^ З ^ - плоскости. Если построеніе сделано вѣр-г 

но, то прямыя oLj2> и у з у , равно какъ и ось, должны пересе

каться въ одной точкѣ. Если это не выполнено, то построеніе 

сделано не верно. Если случится, что следы данныхъ прямыхъ 

въ предѣлахъ чертежа не помещаются, тогда решеніе задачи не

сколько видоизменяется. 

Черт.74. 
ПУСТЬ (ab, 

a ' b 1 ) И (be, 

b'.o 1) распо^ 

ложенн такъ, 

что (черт.74) 

слѣды ихъ въ 

преділахъ чер

тежа не пони

жаются, тогда 

постула.емъ 

такъ: на первой прямой (ab, a 'b ' ) беремъ какую-нибудь точку 

напр. ( а , а ' ) и проводим* через і нее параллель другой прямой 

(be, Ь ' с * ) . Эта параллель, очевидно, будетъ лежать въ данной 
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плоскости, такъ какъ проведена черезъ точку, лежащую въ этой 

плоскости; если слѣды проведенной прямой (ad, a ' d 1 ) не полу-

чаются въ предѣлахъ чертежа,, тогда беремъ на ней точку ( d , d ' ) 

и черезъ нее проводим! параллель прямой (ab, a'b' ) ,слѣды .ко

торой уже могутъ получиться въ предѣлахъ чертежа и будутъ, 

положимъ, ( е , е * ) и ( к , к ' ) и т . д . Соединиыъ одноименные следы 

построенных! прямыхъ, получимъ слѣды данной плоскости. 

Черт .75 . Положимъ, 

что плоскость 

дана .такими 

перес.ѣкащи-

мися прямыми, 

одна изъ к о 

торых! па

раллельна г о 

ризонтальной 

плоскости, а другая параллельна вертикальной плоскости проек

ций. Пусть прямая (аіэ, а ' ъ 1 ) (черт .75) параллельна горизон

тальной плоскости, а прямая (cd, c'a*.) параллельна вертикаль

ной плоскости. Пусть точка пересѣченія этих! прямых! есть 

( о , о ' ) . Для построенія слѣдовъ плоскости, определяемой д а н н ы 

ми прямыми, находимъ ихъ следы. Но прямая (ab, a 'b» ) парал

лельна, горизонтальной плоскости .и петому, имѣе і ! ТОЛЬКО-ОДЕНЬ 

вертикальный, сл.ѣдъ, построивъ который,, получаем! точку ( Ь , Ь ' ) . 

Прямая (cd , c ' d ' ) параллельна вертикальной, плоскости я. потому 

имѣет! один! горизонтальный слѣд!, точку (d ,d f ).. .Эти. точки 
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(і>, ь' ) и (d,d*) принадлежать следамъ плоскости: первая . -вер

тикальному," à вторая - горизонтальному. Очевидно, что прямая 

(ab, a'b') есть горизонталь плоскости, a (cd, c'd*) - ея 

фронталь; поэтому, если черезъ точки d и Ь' проведемъ прямыя 

oLß параллельно аЪ и п а р а л л е л ь н о d r c ' , то и получиыъ 

.искомые следы сх^з и у З ^ нашей плоскости. Если построеніе 

сдѣлано вѣрно, то слѣды и ось должны пересѣкаться въ одной 

точке. 

Теперь положим, что ,данныя .прямая будутъ параллельны 

оси нроекцій. Пусть данныя прямыя (ab, a 'b r ) и (cd, c 'd') 

параллельны оеи ху (черт.76); требуется построить следы пло-

Черт.76. скости, опреде

ляемые ими. 

Такъ какъ пло

скость, проходя

щая черезъ эти 

прямыя, парал

лельна оси про-

екцій,то и С Л Е 

ДЫ ея параллель

ны оси проекцій. 

Такимъ образомъ, 

нанравленіе слѣдовъ нашей плоскости известно и для построенія 

ихъ достаточно на каждомъ изъ нихъ иметь по одной точке. Для 

полученія этихъ точекъ пересечемъ ваши прямая третьей, вспо

могательной линіей, выбирая ее такъ, чтобы следы ея помѣща-
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лись въ предѣлахъ чертежа.. Тогда слѣды этой пряной будутъ "ле

жать на слѣдахъ нашей' плоскости. Для построенія вспомогатель

ной прямой на линіи (ab, a'b*) возьмемъ точку ( m , œ r ) , а на 

прямой (cd, e ' d ' ) - точку ( n , n ' ) ; слѣды прямой (nm, m ' n ' ) , 

т . е . точки С р , р ' ) и ( h , h ' ) будутъ лежать на слѣдахъ плоскости. 

Если черезъ эти точки р и h 1 проведемъ параллели оси, то по-

слѣды • нашей лучимъ горизонтальный <*-/з и вертикальный 

плоскости. 

Черт.77. 
Если плоскость дана 

точкою и прямою, то это 

все равно, что плоскость 

дана тремя точками ( а , а ' ) , 

( ъ , ѵ ) и ( с , с ' ) ( ч е р т . 7 7 ) ; 

при этомъ предположеніи. 

построимъ слѣды этой пло

скости. Для этого соеди-

няемъ точку ( Ъ , Ѵ ) съ двумя остальными и получаемъ двѣ п е 

ресекающаяся прямыя '(ab, а*У) з (ъс , ъ ' с ' Ь Построивъ по 

предыдущему ихъ слѣды и соеданивъ полученныя точки, найдемъ 

слѣды искомой плоскости. 

О Б Р А Т Н Ы Е В О П Р О С Ы . 

З А Д А Ч А . Дана плоскость о £ / з у ~ и проекпіи прямей 

(am, m ' n ' ) . Узнать, находится ли эта прямая въ данной пло

скости ( ч е р т . 7 8 ) . 

йзвѣстноі что,если прямая находится въ плоскости,то и 

слѣды ея находятся на -слѣдахъ плоскости. Найдемъ сліды п р я -
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Черт.78. мой. Горизонталь

ный слѣдъ ( n , n * ) , 

какь ЕИДНО на чер

теже, не лежитъ. 

на горизонталь

н о ^ следе c<~jb 

данной плоскости, 

следовательно и 

Черт.79. прямая не лежить 'на 

данной плоскости. 

Еозълзмъ плоскость 

^ .лу~(черт.79), пер-
J • и 

пендикулярную къ гори

зонтальной плоскости, 

и- прямую (ш,ш' ) . Вся

кая прямая,лежащая въ 

плоскости, перпендику

лярной къ горизонтальной плоскости, имеетъ горизонтальную про

екцию на горизонтальном^ следе oC/â , но такъ какь ш не лежать 

наоС/з , то и прямая не лежитъ на плоскости. 

3 А Л А Ч А. Дана плоскость и проекціи точки; узнать: 

находится ли точка въ- плоскости. 

При ретеніи задачи поступавмъ такимъ обраэомь: по гори

зонтальной проекдіи точки а, предполагая, что а есть горизон

тальная проекція точки, лежащей въ данной плоскости ( ч е р т . 8 0 ) , 

строимъ ея вертикальную проекцію а" по известному уже прави-
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Черт.80. 

Черт .81 . 

лу. Если полученная 

вертикальная проек

ция а" совпадаете 

съ вертикальной про

екцией а' данной 

точки, то эта по 

следняя лежитъ въ 

плоскости; въ про-

тивномъ же елучаѣ, 

какъ это 

имѣетъ мѣсто 

на черт. 8U 

точка въ пло

скости не л е 

житъ'. Если 

плоскость д а 

на не следа

ми, а другими 

услсЕіями.на-

прнмѣръ -пря-

мыми (ab, a ' b ' ) и (od, c ' d ' ) , параллельными между собою(чер-

тежъ 8 1 ) , . т о , чтобы узнать, лежитъ ли прямая (hk, h ' к 1 ) въ 

этой плоскости, поступаемъ тзкъ: прямую hk принимаем! за г о 

ризонтальную проекцію линіи, лежащей въ данной плоскости, и 

строимъ соответствующую ей вертикальную проекцію, для чего 

точки и и ш - пересѣченія hk съ аъ и od проектируем* на вер -
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тикальную плоскость въ точки m'- и п ' ; тогда прямая ( т п , т ' п ' ) 

будетъ лежать въ данной плоскости; если окажется,что прямая 

m'п' совпадете сь ь . ' к 1 , т о данная прямая лежитъ въ нашей 

плоскости, въ противнсмъ случае - нѣтъ. Прямая U k , b . ' k ' ) . , 

какъ видно изъ чертежа, не лежитъ въ данной плоскости. 

З А Д А Ч И . 

1) Дана осевая плоскость и проекціи точки (f,f);узнать, 

лежитъ ли эта точка въ данной плоскости? 

2) Даны: осевая плоскость и прямая, параллельная оси про-

екцій; узнать, лежитъ ли эта прямая въ данной плоакисгЯ? 

3) Въ плоскости, определяемой тремя точками, построить 

фронталь (не находя слъдовъ плоскости). 

4) Еъ плоскости, выражаемой въ совыещеніи одной прямой 

У 3 ^ » - построить горизонталь и найти на ней точку, отстоящую. 

отъ вертикальной плоскости на данную длину (черт.82)1 

5 ) Построить следи 

.плоскости, проходящей 

черезъ две пересікаю-

щіяся прямыя,если од

на перпендикулярна къ 

горизонтальной плоско

сти, а другая ей па

раллельна. 

6) Построить слѣды 

плоскости,- проходящей 

черезъ две пересекаю-
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щіяся прямыя, если ихъ вертнкальныя проекціи сливаются (чер

тежа 82) 

7) Построить слъды плоскости, проходящей черезъ точку 

( с , с ) и прямую (ab, а ' Ъ ' ) , которой горизонтальная прсекція 

совпадаетъ съ вертикальной ( ч е р т , 8 2 ) . 

УСЛОВНЫЙ НАЗВАНЫ НѢКОТОРНХЪ ПРЯМНХЪ И ТОЧЕКЪ 

ПРИ ПОСТРОЕН!!! ПЕРСПЕМВНЙХЪ ИЗОБРАЖЕНА.' 

Мы видели, что центральная проекція обращается въ пер

спективное изображеніе, когда точка зрѣнія совпадаетъ съ по* 

люсомъ, При построеніи этой проекціи вертикальную плоскость 

GL (черт. 80) называютъ к а р т и н н о й п л о с к о е тью, 

a линію сѣченія ея съ горизонтальною плоскостью В - о с н о -

в а н і е м ъ картины (ху ) ; плоскость H - п р е д м е т 

н о ю п л о с к о с т ь ю . Точка зрѣнія я дается ортого

нальными проекціями на плоскостяхъ 0. И Н; пусть эти проекціи -

р и о% Линія zo ' , перпендикулярная къ плоскости Q, называ

ется г л а в н н м ъ л у ч е м ъ. Если черезъ точку з р ѣ -

нія z проведемъ плоскость R перпендикулярно къ осксванію ху, 

то она будетъ перпендикулярна и предметней плоскости и назы

вается ц е н т р а л ь н о ю п л . о с к о с т ь ю . цен

тральная плоскость пересекается съ картинной по линіи о о ' , 

перпендикулярной къ ху. Эта линія сѣченія оо 1 называется 

ц е н т р а л ь н о й л и н і е й . Плоскость V, проведен

ная черезъ точку зрЗзнія параллельно плоскости Н, называется 

п л о с к о с т ь ю г о р и з о н т а ; она пересѣкаетъ кар-

И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. ТИПО-ЛЯТ. 10. ВЕНЕРЪ ПРЕЕМН. О. ФАЛЬКЪ. 

НАЧЕРТЛТ. ГЕОМЕТРІЯ. Л и с т ъ 5^ 
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тнннуа плоскость fi по линіи hh 1 , параллельной ху ? и называет

ся л и н і е й г о р и з о н т а . Линія горизонта отсто

ите оте основанія картины на разстояніи оо' = ар , т . е . рав-

номъ разстоянію тонки зрѣнія О І " Ь предметной плоскости. Точка 

зрѣнія оте предметной плоскости обыкновенно отстоите на р а з -

стояніи, равноме разстоякію глаза наблюдателя оте предметной 
плоскости. 
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Положимъ, нужно найти центральную проекпію точки А 

( ч е р т . 8 3 ) . Эта точка определяется или разстояніемъ отъ 3-хъ 

плоскостей H, S и R, или же проекціями (ортогональными) о т 

носительно плоскостей H и &, т . е . относительно предметной и 

картинной плоскостей. Пусть точка А дана проекциями a m а ' 

на плоскостяхъ H и 0., тогда для полученія перспективной про-

екціи этой точки мы должны изъ А провести лучъ зрѣнія и точ

ка встрѣчи его съ плоскостью Gl будетъ И С К О М О Й Т О Ч К О Й . Такъ 

какъ перспектива данной точки есть точка встречи луча Az съ 

картинной плоскостью, то можно сказать , что п е р с п е к 

т и в н а я п р о е к ц і я е с т ь н е ч т о и н о е , 

к а к ъ с л е д ъ л у ч а н а к а р т и н н о й п л о 

с к о с т и ; горизонтальная проекція этого луча есть ар, а 

вертикальная - а ' о ' . Найдя следъ этого луча по известному 

правилу, получаемъ точку а ? , которая и будетъ искомой перспек

тивой данной точки. Чтобы построеніе можно было делать на од

ной плоскости, совместимъ горизонтальную плоскость H съ к а р 

тинной плоскостью такъ, чтобы передняя половина H совпала съ 

той частью картинной плоскости, которая находится выше осно

в а м и картины, или же ниже. Если горизонтальную плоскость с о 

вместимъ съ картинной, вращая ее около ху въ сторону,лежащую 

ниже основанія картины, тогда на плоскости картины получатся 

постоянный прямыя hb.' и ху и постоянныя точки о-, о ' и р , при 

чемъ ор выразитъ разстояніе точки зрѣнія до картинной плоско

сти; проекдіи данной точки расположатся выше основанія карти

ны ху (черт .84) и, положимъ, будутъ а и а ' ; лннія от опредѣ-
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литъ разстояніе 

данной точки отъ 

центральной пло

скости. Если а' 

соединимъ съ о 1 'и 

а соединимъ съ р 

и изъ точки ж . 

возставимъ пер

пендикуляра къ 

основанію карти-

нн до встречи съ 

о ' а 1 , то въ точ

ке а, получимъ 

перспективную 

проекцію данной 

точки,или ея пер

спективу. Если бы 

горизонтальную 

плоскость H совме

стили съ картинной плоскостью въ сторону, 'лежащую выше осно

вания картины, тогда расположена проекдій какъ точки зрънія, 

такъ и данной точки было бы другое, а именно, горизонтальная 

проекція данной точки била бы ниже основанія ху, а вертикаль

ная - выше, и горизонтальная проекпія точки зрѣнія р была 

бы выше ху ( ч е р т . 8 5 ) , но правило построенія перспективы дан

ной точки осталось бы то же самое, что и видно изъ черт. 85. 
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Черт » 86. Получить перспекти

ву данной точки мож

но еще и другимъ 

способом!; для э т о 

го вообразимъ, что 

плоскость Аа'zo ' 

(черт .83 ) , враща

ясь около а ' о ' , с о 

впадает! съ картин

ной плоскостью,тог-

да точки А и z будутъ- перемещаться по окружностямъ, и когда 

эта плоскость совпадете се картинной, то точка z совпадете се 

z,, при чеме o'z, будете перпендикулярна ке о " а ' ; луче Az при

мете положеніе A'z, и встретите линію о ' а ' ве точке а , , т.е-, 

ве искомой перспектив!. На совмещенныхе плоскостяхе поетрое-

н іе делается такиме образоме ( ч е р т . 8 6 ) : точку а' соединяйте 

се о ' , ве точкѣ о1, ке о ' а ' возставляюте перпендикуляре,на к о 

тором* откладывайте o'z, = ро, а ве точке а 1 , ке той же линіи 

а ' о 1 , возставляютъ - L ве противоположном* направленіи и на 

. неме откладывайте разетояніе данной точки оте.картинной пло

скости, т . е . разстояніе а гА = am; А, соединяйте ее z, и ве 

точке пересеченія прямыхе z А, и а ' о 1 получайте искомую'точ

ку а, . Если бн z , ве пределахе чертежа не поместилась, тогда 

на o'z, отложили бы отрезоке о'Р = - части линіи op; а ' на 
1 

а 1А, - отрезоке а ' ѵ , равный - части am и, соединиве F се ѵ, 
il 

получили бы ту же точку а, . 
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Разсмотримъ поетроеніе перспектива точекъ при частныхъ 

ихъ положен!яхъ. 

а) Если точка находится въ центральной плоскости, то ея 

перспектива находится на центральной линіи ( ч е р т . 8 7 ) . 

Черт.87-.' Если точка на -

ходится B Ï централь

ной' плоскости,-то о р 

тогональный проекции 

ея расположатся на 

центральной линіи; 

'/» пусть проекціи такой 

точки будутъ ( а , а г ) ; для построенія перспективы этой точки 

пользуемся вторымъ пріемоыъ, а именно вертикальную проекцію 

а ' соединяемъ съ пентромъ картины о ' , къ линіи о ' а 1 БЪ ТОЧКЪ 

О ' возставляемъ перпендикуляръ, который совпадете съ линіей 

Ыі ' , и на немъ откладываемъ о ' z = op, т , е . разстоянію точки 

зрѣнія до картинной плоскости, затімъ къ ЛЙЯІИ о'.а 1 въ точкъ 

а' возставляемъ _ L въ противоположную сторону и на немъ от 

кладываем^ величину а 1 А Г , равную ао, т . е . равную разстоянію 

данной.точки отъ картинной плоскости; соединивъ полученный 

точки z И . А 4 , - . Б Ъ пересѣченіи съ а ' о ' - получимъ точку а, - и с 

комую перспективу, 

. . ъ) Если данная точка ( а , а ' ) находится въ плоскости гори

зонта, то ея перспектива будетъ на линіи горизонта ( ч е р т . 8 8 ) . 

Действительно, если воспользуемся первымъ или вторымъ 

способомъ построенія перспективы точки (на черт.88 употребленъ 
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Черт ..88. второй способъ), то 

найдемъ, что перспек

тива данной точки(а, а1 ) 

есть точка а , , лежащая 

на линіи горизонта. 

с) Если т о ч к а ( а , а ' ) 

находится на горизон

тальной или преднетной 

плоскости, то ея перспектива будетъ лежать между основаніемъ 

картины и линіей горизонта (черт .89 ) . . 

Черт.89. Действительно, 

найдя следъ луча (ар, 

а' о' ) , получимъ точку 

а, * искомую перспек

тиву, находящуюся меж

ду основаніе.нъ карти

ны и линіей горизонта.• 

П Е Р С П Е К Т И В . ! О Т Р Ѣ 3 К А П Р Я М О Й . 

Пусть AB есть данный отрѣзокъ. GL - картинная плоскости 

H z — точка зрея і я . Чтобы построить перспективу отрезка AB, 

соеДЙІІЙМЪ различный его точки съ точкой зрѣнія z ( черт .90 ) , че 

резъ что получимъ плоскость zAB, сіёченіе которой съ картинной 

плоскость!) Д дастъ перспективную проекщію данной прямой;отсю

да и. видно, что перспективой прямой служитъ прямая. Но, такъ 

.какъ прямая определяется двумя точками, то поэтому-для получе-



Черт.90 . H I я перспективы даннаго 

тива AB. 

ихъ прямой. Въ нашемъ 

его точекъ и соединить 

ти перспективы крайнихъ 

отрезка достаточно най-

случаѣ ab есть нерспек-

Во многихъ случа-

U-^ яхъ приходится строить 

перспективу параллельныхъ между собою прямыхъ, и въ такихъ 

случаяхъ построеніе упрощается при помощи особыхъ точекъ ,на

зываемых! точками схода; по поводу этихъ точекъ докажемъ сле 

дующее предложеніе. П е р с п е к т и в ы п р я м ы х ъ, 

п а р а л л е л ь н ы х ъ м е ж д у с о б о ю , н о н е 

п а р а л л е л ь н ы х ъ к а р т и н н о й п л о с к о сти, 

п е р е с е к а ю т с я в ъ о д н о й т о ч к е , к о т о 

р а я н а з ы в а е т с я т о ч к о ю с х о д а » Положимъ, 

дана система прямыхъ, параллельныхъ между собой, но не парал

лельныхъ картинной плоскости, такъ что AB паралл. Cl паралл.НК 

( ч е р т . 9 1 ) ; требу

ется доказать, что 

перспективы ихъ пе 

ресекаются въ одноі 

точке; для этого 

проводимъ черезъ z 

прямую zD парал-
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лельно данной системъ прямыхъ; тогда она будетъ принадлежать 

каждой изъ плоскостей zKE, zCE, z A B . . . . ; слѣдовательно, эти 

плоскости пересѣкутся по прямой zD, a линіи сѣченія ихъ съ, 

картинной плоскостью или перспективы данныхъ прямыхъ пройдутъ 

черезъ' точку D, которая и будетъ точкой схода. Зная точку схо 

да, легко определить направленіе перспективъ данныхъ прямыхъ; 

для этого нужно найти слѣды-ихъ N,M,L • на картинной пло

скости и соединить съ точкой D. Точка D выражаетъ перспективу 

такой точки каждаго изъ отрѣзковъ данныхъ прямыхъ,которая уда

лена отъ картинной плоскости на безконечно большое разстояніе , 

а, поэтому, напр. , прямая LD выражаетъ перспективу данной пря

мой отъ точки встречи съ картинной плоскостью до точки, уда

ленной на безконечно большое разетоян іе . 

Разсмотримъ построеніе точки схода при различныхъ поло:-

женіяхъ данныхъ прямыхъ. 

Черт.92 

а) Если 

дана с и 

стема г о-

р и з о н -

т а л ь -

н ы X ъ 

п р я 

м ы х ъ , 

параллель-

ныхъ между 

собою, но 
не параллельннхъ картинной плоскости, то точка схода будетъ 
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лежать на линіи горизонта (черт .92) . 

Пусть горизонтальный пряыыя AB и Gfi параллельны .между 

собою, тогда ОЕ'Ъ будут* параллельны и предметной плоскости 

Е; для полученія точки схода их* перспективных* проекцій,нуж

но из* точки зрѣнія z провести прямую параллельно данным*,но 

очевидно эта параллель-sD будет* параллельна плоскости H, aie. 

будет* лежать- в* плоскости видимаго горизонта и потому встре

тит* картинную плоскость в* точке, лежащей на линіи горизонта 

b) Если данныя пряыыя, кромѣ того, что горизонтальны, еще 

будут* наклонены к* картинной плоскости под* углом* в* 4 5 ° , 

то точка схода, находящаяся на линіи горизонта, будет* отсто

ять от* центра картины о' на разстояніи, равном* разстоянію 

точки зрен ія до картинной плоскости; действительно,положив*, 

что AB (черт .92) составляет* с* плоскостью картины угол* в* 

4 5 ° , тогда и линія zD, параллельная AB, составит* с* плоско

стью картины угол* 4 5 ° . Треугольник* zo'D прямоуголен* при 

точкѣ- о 1 , в следовательно угол* о* 3D будет* также равен* 4 5 ° , 

а-потому треугольник* o'zD равнобедренный и o'D = о ' з и для 

полученія точки схода таких* прякнх* нужно на линіи" горизон

та от* центра картины о 1 отложить разотояніе , равное р а з е ю -

янію точки з р е в і я до картинной плоскости. П о д о б н ы : я 

т о ч к и н а з ы в а ю т с я т о ч к а м и р а з с т о -

s н і й. 

c) Если прямжя параллельны центральной плоскости или', все 

равно,находятся в* профильных* плоскостях*, то точка ихъ схо 

да будет* лежать на центральной линіи о о ' . действительно, е е -



ли іерезъ точку зрѣнія а (черт .92) провести прямую, парал-^ 

лельную одной И З Б . даяныхъ прямыхъ, то эта последняя будетъ 

лежать въ центральной плоскости и встрѣтитъ картинную пло

скость въ точкѣ, лежащей на линіи с о 1 , т . е . на центральной 

линіи. Эта точка D p будетъ или выше горизонта, или ниже, 

смотря по направленію данной системы параллельныхъ прямыхъ; 

если же данная система параллельныхъ прямыхъ будетъ кромѣ 

Того наклонена къ картинной плоскости подъ'угломъ въ 45° , то 

точка схода, находясь на центральной линіи, будетъ отстоять 

отъ центра картины на разстсяніи , разномъ разстоянію точки 

зрѣнія до картинной плоскости. 

d) Если прямыя перпендикулярны къ картинной плоскости,то 

точкой ихъ схода будетъ.служить центръ картины ( ч е р т . 9 3 ) . 

Черт .93 . Пусть прямыя А,Б 

нымъ лучомъ zo' и потому встрѣтитъ картинную плоскость въ 

точкѣ о ' , которая и будетъ точкой схода. 

е) Если прямая параллельна картинной плоскости,то ея пер

спектива будетъ параллельна ортогональной проекціи, а точка 

схода системы такихъ прямыхъ на безконечно болыомъ разстоя-

ніи отъ центра картины, или все равно - перспективы прямыхъ., 

и G перпендикулярны къ 

картинной плоскости GL, 

тогда лучъ, проведений 

черезъ точку зрѣнія п а 

раллельно данннмъ пря

мыми, совпадете съ глав-
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Черт.94, параллельных! между с о -

a'b' -

бои и параллельных^ кар

тинной плоскости,будутъ 

параллельны между собой 

ной плоскости 0.; пусть 

AB параллельна картин-

( ч е р т . 9 4 ) . 

Положим!, прямая 

ея ортогональная 

проекція, тогда а ' ъ ' будет! параллельна АЕ. Положим!,что а,Ъ, 

есть перспектива того же отрезка, тогда а,Ъ, будет! параллель

на a 'b' потому, что плоскость ABz проходит! ч е р е з ! прямую AB, 

параллельную картинной плоскости, а следовательно пересѣчет! 

ее по пряной, параллельной данной прямой AB, и потому а,Ъ, 

параллельна а ' Ъ ' . . 

Разсмотрим! примеры построенія перспектив! прямолиней

ных! отрезков! , данных! ортогональными проекциями, пользуясь 

точками сходов! . . 

1) Построим! перспективу отрезка (ab, а ' ) , перпендикуляр-

наго к ! картинной плоскости, предполагая, что предметная пло

скость совмещена С! картинной въ сторону, лежащую выше осно-

ван ія картины ( ч е р т . 9 5 ) . 

Точка схода прямых!, перпендикулярных! къ картине,нахо

дится въ центре, т . е . въ точке о ' , а следъ данной прямой на 

картинной плоскости есть точка а ' ; поэтому, соединив! а' съ о' 

получимъ направленіе перспективы даннаго отрезка, а чтобы по-
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Черт.95. лучить длину пер-

спективнаго отрез 

ка, находимъ слѣды 

а , и Ь, лучей (ар , 

а ' о ' ) й (bp, а ' о г ) 

на картинной пло

скости, черезъ что 

получаемъ перспек

тиву а,Ъ, даннаго 

отрезка. 

Если бы данный отрѣзокъ лежалъ въ предметной плоскости, 

какъ, напр . , отрѣзокъ (ab, а " ) , то его перспектива выразилась 

бы отрѣзкомъ а^Ъ-5, (черт.95)-. 

Черт.96. 
Если пря

ная парал

лельна к а р 

тинной пло

с к о с т и черт. 

96-ой) , то , 

какъ мы з н а -

емъ, ея пер

спектива бу

детъ парал

лельна ортогональной проекціи на плоскости OL, т . е . а/Ь, бу

детъ параллельна а ' Ь ' ; поэтому для полученія перспективы дан

наго отрезка достаточно построить перспективу одной его точки. 

Найдемъ перспективу точки ( а , а ' ) , т . е . точку а,, и проведемъ 
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черезъ нее a f b, параллельно-a 'b 1 до встречи съ b'oti, тогда 

полученный отрѣзокъ a,b, и будетъ искомою перспективою. Та

кими же'-образом* поступим^ при построеніи перспективы ç ,d , 

отрезка ( с , c ' d ' ) , перпендикулярнаго къ предметной плоскости. 

Изъ послѣдняго приміра видно, что,если прямая перпендикуляр

на къ предметной плоскости, то ея перспектива перпендикуляр

на къ основанію картины. 

2) Построить перспективу отрезка (ab, а ' Ь ' ) (черт. .97) . 

Черт.97. Строимъ 

точку с х о 

да d пря-

мыхъ, п а -

раллельннхъ 

данному о т 

резку; для 

этого ч е 

р е з ! р про-

водимъ рп 

параллельно горизонтальной проекціи ab данной прямой,а черезъ 

о' - параллель o 'd вертикальной проекдій а ' Ь 1 ; вертикальный 

следъ d этой параллели и будетъ искомой точкой схода; соеди

нивши эту последнюю съ точкой к ' , въ которой данная прямая п е -

ресекаетъ картинную.плоскость, получимъ направленіе перспекти

вы нашего отрезка; ТОЧКИ же а , и Ъ, переоеченія k ' d съ прямыми 

а'о ' , и Ь ' о 1 ' будутъ перспективами крайнихъ точекъ даннаго отрез

ка, а следовательно а,Ъ, - его перспективою. 
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Черт .98 , 3) До

строить пер 

спективу 

данной г о 

ризонталь

ной прямой, 

наклоненной 

къ картин

ной плоско

сти подъ угломь въ 45° (черт .98 ) . 

Точка схода получится, когда отложимъ на линіи горизон

та отръзокъ о ' і - op, т . е . разстояніе точки зрѣнія до к а р 

тинной плоскости; остальное построеніе одинаково съ преднду-

цтъ. 

Д Ѣ Л Е Н І І О Т Р Ѣ 3 К А, Б H Р А Ж I НН А Г О 

П Е Р С П Е К Т И В О Ю , Е А Р А В Н Я Я й ïï Р 0-

П О Р Д І О Н А І Ь Н Н Я Ч А С Т И . 

Разсыотримъ, какимъ обоазомз отр^зокъ, данный перспек-

Черт.99. тивою, дѣлитея на р а в -

ння и пропорціональння 

части. Допустимъ, что 

данный отрѣзокъ AB п а -

раллеленъ картинной 

плоскости й, тогда его 

перспектива а,Ъ, (черт . 
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99-ый) будетъ параллельна самому отрѣзку AB и, если его въ 

точкѣ С раздъѵшмъ пополамъ, или въ данномъ отношеніи, и най-

демъ перспективу с , точки С, то она раздѣлитъ а ( Ъ, на части 

равння, или въ юмъ же отнсженіи, что слѣдуетъ изъ подобія 

треугольниковъ. Такимъ образомъ, если дана перспектива отрѣ з -

ка, параллельнаго картинной плоскости, то вмѣсто дѣленія с а -

маго отрѣзка можно дѣлить его перспективу. 

Черт,100. Такимъ же. 

образомъ посту

п а т ь , когда 

перспектива а,Ъ, 

параллельна о с 

нованию карти

ны, или перпен

дикулярна къ то

му же основанію (черт . 100), напр ^Л, , 

Если а,Ъ, означаете перспективу отрезка (черт .101 ) , лежа

щего' въ п р е д м е т н о й п л о с к о с т и , но не па -

раллельнаго картинной, то при деленіи его поступаютъ такъгче-

ЧертЛОІ. резъ а, прово-

дятъ параллель 

основаніго к а р 

тины .и на ней 

откладываютъ 

столько равныхъ 

частей (произ-
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вольныхъ), на сколько желаютъ раздѣлить данный отрезокъ; по 

следнюю точку к соединяют! съ другой конечной точкой Ъ, и ли-

нію кЪ,- продолжают! до встречи С! линіею горизонта hh' в і 

точкѣ і . Линіи а,Ъ, и а ,к , как! известно, - перспективы ли-

н ій , лежащих! въ предметной плоскости, а потому и Л И Е І Я К І , 

проходящая черезъ- точки Ъ, и к, б у д е т ъ перспективою прямой, 

лежащей въ предметной п л о с к о с т и ; таким! образом! точка і . ле - - . 

жащая на линіи горизонта hh ' , будетъ-точкою схода веъхъ пря

мых!, параллельныхъ-той линіи, • которой перспектила есть К і . 

Соединив! точку і съ остальными т о ч к а м и деленія линіи а.,к Въ 

пересеченіи съ а , Ъ , , получаемъ точки с , , е, , f - , h,., я сбо--

значающія перспективы ттзхъ точекъ; въ-которых! .данный о д о £ -

зокъ делится на равння части линіями, параллельЬ.Ши $т-г ко

торой перспектива е с т ь к і . Зтотъ способ! д ѣ л е Е і я основанъ на 

геометрическом! деленіи отрезка на равныя части (черт. 102), 

только вмѣсто самих! ли -

ній Б ! д а н н о м ъ случае 

(черт.101) мы употребля

ем! ихъ перспективы. 

О П Р Е Д Ѣ Л Е H I Е Д Л И Н И- О Т Р. ѣ 3 К А 

•ПО Е Г О П Е-Р С П Е X Ï й- В ѣ. . 

Разсмотрим! вопросы, относяжіеся къ определенію длины 

отрѣзка по его перспективе. Пусть а,Ъ, есть перспектива о т 

резка, лежащаго в ъ . п р е д м е т н о й п л о с ' к о с т и 

и параллельнаго основакію картины; требуется найти его на-

И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ, Т И И О - Л И Т . ГО. В Е Н Е Р Ъ ПРЕЕЬІН. О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРIЯ. Листъ 6-й. 
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Черт .103. туральную- длину. 

Для рѣшенія задачи 

(чертЛОЗ) конечныя 

точки отрезка с о е 

диняема съ центром!' 

картины и продолжа

ема до встречи съ основаніемъ ху въ точкахъ а и Ъ; тогда о т -

рѣзокъ ab и будетъ выражать натуральную длину отрезка ,данна-

го перспективою. Это слъдуетъ изъ того, что а , о ' и Ъ . о ' о з н а -

чаютъ перспективы прямыхъ, перпендикулярныхъ къ картинной 

плоскости и проходящихъ черезъ крайнія точки отрезка, и с л е 

довательно, продолжая эти перпендикуляры до встречи съ осно

вавшею картины, мы получимъ натуральную длину отрезка . 

Черт.104. Если данный о т -

резокъ,параллельный о с 

нована.» картины, нахо

дится не въ предметной 

плоскости, а въ плоско

сти ей параллельной, то 

для опрѳделенія длины 

его мы должны знать вертикальный следъ той плоскости,въ кото 

рой онъ находится. Пусть этотъ следъ есть pq ( ч е р т . 1 0 4 ) , т о г 

да, соединивъ а, и Ъ, съ центромъ картины о* и продолживъ пря

мыя а , С и ъ ,о* до пересеченія съ pq, мы получимъ отрезокъ ab, 

который и будетъ нскомымъ. 

Если дана перспектива отрезка, перпендикулярнаго къ пред-
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Черт.105, метной 

плоско

сти, то 

для оп-

редѣле-

н ія его 

натураль

ной длины 

нужно 

знать пер

спективу 

точки, въ 

которой онъ пересѣкаетъ предметную плоскость. Пусть а есть 

перспектива этой точки^)а а,Ъ, - перспектива даннаго отрѣзка 

( ч е р т . 1 0 5 ) . Для опредѣленія длины отрѣзка соединяема о' съ а, 

тогда линія о ' а выразить перспективу слѣда плоскости, прове

денной черезъ данный отрѣзокъ перпендикулярно къ картинной' 

плоскости. Эта плоскость пересѣчетъ картинную плоскость П Э Р ^ З 

Соединивъ конечная точки даннаго отрѣзка, т . е . а , и ъ, съ пен-

тромъ картины о ' , и продолжаеыъ прямыя о 1 а, и о'Ъ, до встрѣчи 

съ ос/з въ точкахъ с и 1; тогда Баос^ получится отрѣзокъ c l , 

который и выразить натуральную длину даннаго отрѣзка. 

ЕСЛИ ЛЙНІЯ о ' а не пересѣкаетъ основаніе картины въ пре-

дѣлахь чертежа, то поступаютъ такъ: произвольную точку ^ ш ~ 

ніи ху соедйняютъ съ точкой о' (черт .105) , а черезь точку а . 

проводятъ параллель ху до' встрѣчи съ уо' въ точкѣ а 3 , изъ ко^ 



торой возставляютъ перпендик-уляръ къ основанію ху и потоиъ 

точки а , и "h, переносятъ на зтотъ перпендикуляръ посредствомъ 

параллелей ху. Такимъ образомъ получимъ отрѣзокъ а Л ^ = а , Ъ , , 

и по перспективе алЪл находимъ, по предыдущему, натуральную 

длину отрѣзка, которая и будегъ І ^ , равная 1с . 

Положимъ, дана,перспектива отрѣзка а ; Ъ , , лежащаго въ 

предметной плоскости и перпендикулярнаго къ картинной плоско

сти; требуется найти его натуральную длину ( ч е р т . 1 0 6 ) . 

Черт.106. Для этого по

ступает та'кимъ.об-

разомъ: точку схода 

d горизонтальных^ 

линій, составляюірхъ 

углы въ 45° съ к а р 

тинной ПЛОСКОСТЬ!), 

соединяема съ конеч

ными точками отіэ$зка 

a,b,, черезъ что по-

лучаемъ перспективы 

прямыхъ, проведонныхъ черезъ концы даннаго отрезка и наклонен-

ныхъ къ картинной плоскости подъ угломъ въ 45° . Продолживъ эти 

прямыя до встрѣчи съ ху въ точкахъ и сГ , получимъ отрезокъ 

> который и определите натуральную длину даннаго отрѣзка. 

действительно, прямая ос о ' выражаетъ перспективу прямой осв, 

перпендикулярной къ картинной плоскости въ точке с* , a линіи 

de" и - перспективы линій ^-А и Л , наклоненныхъ Къ кдр-
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тине подъ угломъ въ 45° , и поэтому отрезокъ а,Ъ, будетъ п е р 

спективой отрезка АЕ. Но такъ-какъ отрезки AB и равны' 

между собой, то, следовательно, отръзокъ Еыражаетъ на

туральную величину.даннаго отрѣзка. 

Черт. 107.. Если о т 

резок! , котора-

го перспектива 

а,Ъ, (черт. 107), 

лежитъ не въ 

предметной пло

скости, а въ 

плоскости ей 

параллельной,то 

для построенія 

его натуральной 

длины необходи

мо знать верти

кальный следъ 

этой плоскости. 

Пусть этотъ 

следъ есть pq; тогда, построив! точку разстояній d и соединивъ 

ее съ а, и Ъ, , мы на рд получкмъ отрѣзокъсс^к 1 , который и 

выразитъ искомую натуральную длину. 

Положим!, дана перспектива а,Ъ, (черт.108) о т р е з к а , л е -

жацаго въ предметной плоскости, но не параллельнаго основанію 

картины; тогда при опредѣленіи его натуральной длины поступа

ем! такъ: точки, а , и Ъ, соединяем! сь центром! картины о ' . ч е -



резе а, проводим* параллель основанію картины; тогда треу

гольнике а ,ъ, с, будете представлять центральную проекцію т а 

кого прямоугольяаго треугольника, у котораго а ,ъ , будете вы

ражать перспективу гипотенузы, а , с , - перспективу одного к а 

тета , а . Ь , с , - перспективу другого катета , и потому, если 

найдеме натуральную длину отрѣзкове Ъ, с, и а, с, и на нихе по-

строиме прямоугольный треугольнике, то его гипотенуза и выра

зите натуральную длину отрѣзка а",Ъ, . Отрѣзоке<*уз , лежащій 

на оснрваніи картины, выражаете натуральную длину отрѣзка 

а, с, , а чтобы получить натуральную длину другого катета , мы, 

согласно предыдущему, соединяеме точку разстояній d ce b, и 

с , , и тогда ^ - ( J будете длиной другого катета . Построивши на 

этихе катетахе прямоугольный треугольнике ос Вуз, построим* и 

натуральную длину отрѣзка, которая будете равна с* В. 

Если бы данный отрѣвске находился не въ предметной пло

скости, .а зе плоскости ей параллельной, то подобное построеніе 

мы сделали бы относительно вертикальнаго слѣда той плоскости, 

ве которой оне находится. 

Разсмотрим*, каке на перспективе даннаго отрѣзка,лежаща-

го на.предметной плоскости, отложить оте какой-нибудь точки 

данную длину-

Положиме, что на перспективе V е ; отрѣзка, лежащаго ве 

предметной плоскости и параллельнаго картинной плоскости,нуж

но отложить сте точки Ь, (черт.109) данную длину. Для этого 

точку о' соединяеме се Ь, и с, и прямыя Ъ, о* и с, о' продолжа?-

еме до встречи се ху ве точкахе ос и /з г тогда о т р ѣ з о к ъ о ^ 
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Черт.109. выразитъ натуральную 

длину отрѣзка Ъ, с, . 

Отъ точжи об на ЛЕ-

ріи ху откладываема 

отрЗзокъ od F, равный 

данной длинѣ и точку 

F соединяемъ съ. цен-

тромъ картины о ' ; о т -

рѣзокъ b,F, и будетъ 
искомнмъ. 

Если отрѣзокъ "b, о, (черт.110) означаете перспективу от 

резка, лежащего въ плоскости, параллельной предметной плоско-

Черт.110. сти, то для рѣженія той 

же задачи необходимо знать 

вертикальный слѣдъ pq пло

скости, въ которой онъ на

ходится, и р'азснотр&нное 

построеніе въ этомъ слу

чае ОТНОСИТЬ КЪ ЛЙНІИ 

такъ что отъ-точки ы. на 

pq надо отложить отрѣзокъ осР , равный данной длннѣ, и о» с о е 

динить съ F, тогда отрѣзокъ Ъ, F, будетъ искомымъ. 

РІшеніе той же задачи для случая, когда данный эдгр^зокъ, 

находяшдйся въ предметной плоскости, перпендикуляренъ къ к а р 

тинной плоскости (черт .111) . 

Въ зтомъ случаѣ поступаемъ такъ: на .линіи горизонта отъ 



Черт.111. точки о откладываем* 

разстояніе o'd, равное 

разстоянію точки з р ѣ -

нія до картины, и по 

лученную точку d с о е 

диняв мъ съ ь , , а отъ 

точки F на линіи ху о т 

кладывав мъ отрѣзокъ Fib 

равный данной длинѣ;теч

ку п соединяет» съ точ 

кой d; тогда отрѣзокъ ъ, п, и будетъ. искомымъ. Действительно, 

осо1 есть перспектива прямой oil, перпендикулярной къ ху, а 

du и dF - перспективы прямыхъ nN и BF, наклоненныхъ къ 

картинѣ подъ углоыъ зъ 4 5 ° ; но Fn =, NE» а потому отръзокъ 

ь,п, - искомый.. 

Если.данный отрезокъ, будучи перпендикулярен* къ кар 

тинной плоскости, будетъ лежать въ плоскости,параллельной 

предметной плоскости, то для р е і е н і я предыдущей задачи нужно 

знать вертикальный елъдъ pq этой плоскости и построеніе д е 

лать такъ же, какъ БЪ только что раземотренномъ случае, но 

только ос , F i n будутъ получаться не на ху, а на pq.. 

Решеніе этого $ вопроса для случая, когда данный отре

зокъ перпендикуляренъ къ предметной плоскости. В ъ э т о мъ 

с л у ч а ъ н у ж н о з н а т ь п е р с п е к т и. в. у г о 

р и з о н т а л ь н а г о с л е д а д а я н а г о. о т -

р е з к а . Пусть а,Ъ, (черт.112) есть перспектива отрезка, 
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Черт.112. перпендикулярного къ 

предметной плоскости, 
9 § 0 '~ перспектива 

его горизоитальнаго 

сл.ѣда; положим*, дан

ную длину.надо отло

жить отъ точки а , ; т о г 

да о' лоеддщяеію съ а в 

и а , , въ точке о с возставляемъ перпендикуляръ къ ху и продол.-

жаемъ его до встречи съ о ' а , въ точке А;, на линіи осА откла-

дываемъ отрѣзокъ АЕ, разный данной длинѣ, полученную точку S 

соединяемъ съ о' и въ пересѣченіи съ -а,Ъ, получаемь точку е, 

Отрѣзокъ а , е , и будетъ искомыми. 

Если даны перспективу, точки, лежащей въ пространства и 

Черт.113, перспектива ея гори

зонтальной проекдіи, 

то мы можемъ найти 

разстсянія этой точки 

отъ центральной,пред

метной и картинной 

плоскостей ( ч е р т . 1 1 3 ) . 

Пусть ш, означа-

етъ перспективу.точки, 

лежащей въ пространстве, a m - перспективу ея горизонтальной 

проекціи; требуется определить разстояніе этой точки отъ цен

тральной, предметной и картинной плоскостей. Для этого о' с о -
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.единяемъ съ m, тогда отрѣзокъ OOL опредѣлитъ разстояніе точки 

отъ центральной плоскости; если же въ точкѣ <х возставимъ къ 

ху перпендикуляра и точку о 1 соединимъ съ m, и о'ш, продолжимъ 

до встръчи съ этимъ перпендикуляромъ въ точкѣ ¥,. то отрѣзокъ 

Mot внразлтъ разстояніе точки до предметной плоскости, а чтобы 

определить разстояніе точки до картинной плоскости, мы точку 

разстояній d соединяема съ m и тогда отрѣзокъ опредѣлитъ 

разстояніе точки до картинкой плоскости. 

Обратно, зная разстоянія точки отъ плоскостей: централь

ной, картинной и предметной, можно построить перспективу этой 

точки. Пусть точка отстоитъ отъ центральной плоскости влФво 

на разстояніи трехъ единицъ (черт .114) , отъ картинной -на р а з -

Черт.114. С Т 0 Я Е І И Д В У Х Ъ 

единицъ и отъ 

предметной - на 

разсігоякіи четы

рех! единицъ;тре

буется построить . 

ея перспективу. 

Для этого изъ 

точки о влево на 

линіи ху откла

дываем! три единицы длины и полученную точку ос соединяем! съ 

о ' ; тогда на этой прямой будетъ- лежать перспектива горизон

тальной проекціи точки. Чтобы ее найти, мы отъ ос откладываем! 

две единицы длины и точкуß, соединяем! съ точкой разстояній d, 



тогда в* пересеченін прямых* ос о' съßü. получится точка т., к о 

торая и будет* перспективою горизонтальной проекціи .точки; че -

резъ точку m проводимъ перпендикуляре къ основанію картины ху; 

на этомъ перпендикулярѣ будете лежать перспектива самой точки, 

а чтобы ее, получить, в* точке OL возставляеме перпендикуляре 

ке ху, на котором* и откладываеме четыре единицы длины; полу

ченную точку соединяеме се о ' , тогда на прямой ^ г о ' будете 

лежать перспектива нашей точки; пересѣченіе mm, се ^ - о ' даете 

искомую точку m, 

При построеніи перспективе различных;* фигуре или теле, 

лежащих* ве пространстве, иногда бываете нужно знать перспек

тиву единицы длины, отложенной по трем* главным* направленіяме: 

вертикальному - для измеренія высоты, горизонтальному и парал

лельному ху - для измеренія жиротв и по перпендикулярному ке 

картинной плоскости - для измеренія разстоянія оте картинной 

плоскости, П е р с п е к т ,и в а е д и н и ц е д-л и н ы, 

о т л о ж е н н ы х е п о э т и м * т р е м е . г л а в~ 

н ы м е н а п р а в л е н і я м е , с о с т а в л я е т е 

т а к ъ н а з ы в а е м ы й п е р с п е к т и в н ы й м ч а с -

ш т а б е . Этот* масштабе строится следующим* образоме:на о с -

нованіи картинн ху оте точки о ве ту и въ другую сторону о т 

кладываются отрезки оа = аа, = а , а ^ = . . . . . . = оэ.6 = a а^* . . . ' . 

<,...:*= 1 полученный точки соединяеме се центром* о' (черт.115). 

Тогда прямыя o ' a f , о 'а э - , о ' а ^ . . ^ , будуте перспективами перпён-

дикулярове ке картинной плоскости въ точках* г.6, а ^ . . . . . . . . , а 

прямыя .О 'СРС , о'<х, , o ' « j t _ . . . . . --перспективами перпендикуляров* 



къ картинной плоскости въ точкахъ ы. , ос, > ос^ . . . . . Разстоя -

н іе между какими-нибудь смежными прямыми о ' а ^ и о ' а , будетъ 

имѣть длину,- равную 1, поэтому каждый изъ треугольников* 

Е / О ' а ^ , а ^ о ' а 3 и.т ,д« называется треугольникомъ масштаба ши

роты. Если черезъ точку а 5 линіи ху возставимъ къ^ней перпен-

дикуляръ и на немъ отложимъ. отръзки а 5 ь = bb, = b ,b Ä = , 

равные той же единицѣ и точки b, Ь, , Ь^ и т . д . соединимъ съ 

центром* картины о», то получимъ перспективы перпендикуляров* 

къ картинной плоскости въ точкахъ b, Ь7 , ь ^ . . . . ; совокупность 

зтихъ линій составляетъ масйтаб*, служащій для измѣренін вы

сот*. Каждый К О Ъ треугольников* bo 'b , , b f o ' b A E т . д . называет 
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ся масштаоомъ высоты. Треугольникъ а 5 о 'Ъ„ служитъ масштабом^ 

только для Еертикальныхъ линій, лежащихъ въ профильной пло

скости, вертикальный слѣдъ которой - а^Ъ,,. 

Если точку разстояній d соединить съ точками .а . , а , . 
•7 -Э 

а л . . . , т о эти прямыя отсѣкуть на о ' а ^ отэъзки а 5 с , с с , , 

с, о, . . . , натуральная длина которыхъ равна, отложенной едини

це» Помощью дѣленій линіи а^о 1 измеряется разстояк іе точекъ 

отъ картинное плоскости, а совокупность такихъ дѣлевій соста

в л я е м масштабъ, служащіи для измѣренія удаленій точекъ отъ 

картинной плоскости. Точки с, с , , с л . . " . . ' отстоятъ отъ картин

ной плоскости соответственно на разетояніяхъ единицы, двухъ 

еднницъ, трехъ . . . . . и т . д . 

На основаніи всего сказаннаг-о, если четыреугольник! 

а 5 Ъ / / осп а „ , лежащій на-картинкой плоскости, есть хвадратъ, то 

четыреугольникъ c fkr Еыразитъ перспективу этого квадрата, но 

только отодвинутаго отъ картинной плоскости на р а з с т о я н і е , р а в 

ное единице длины, четыреугольникъ G,î;k,r-t выразитъ перспек

тиву того же квадрата, но только отодвинутаго отъ картинной 

плоскости на две единицы и т . д . Такъ какъ четыреугольники c fk r ; 

е, f, k , r , и т . д . тоже квадраты, то заклгочаемъ, что п е р -

с п е к т и в ы ф и г у р а , л е ж а щ и х ъ в ъ П Л О -

с к о е т я х ъ , п а р а л л е л ь н ы х ъ к а р т" и н н он 

п л о с к о с т и , т о л ь к о с о к р а щ а ю т с я в ъ 

р а з ' к ' ѣ p a x ъ, о с т а в а я ' с ь ф и г у р а л и, "д о -

д о ' б н ы н и м е ж д у с о б о ю . 
О 2 

Отношеніе называется перспективнымъ сокращеніемъ 
а^а^, 



по горизонтальному н а п р а в л е н а , —~- - по вертикальному; но 

изъ подобія треугольников^ о ' а ^ н G O ' S СЪ одной сторона 

и треугольников! Ь а 5 о ' и vo'c - съ другой видно, что отно-
s OZ GV О 1 0 

шеніе • =. — - — = — ; , т . е . ч т о с о к р а ще-
а.3а.^ a^b о * а 5 . ^ 

н і я в ъ п л о с - к о с т и cfkr п о д в у м ъ в з а 

и м н о - п е р п е н д и к у л я р н ы м ! н а п р а в л е -

І І Я Й Ъ р а в н ы . 

Пользуясь перспективным! масштабом!, легко определит.:, 

координаты точки относительно плоскостей: картинной, предмет

ной и центральной, .если даны перспектива, точки, положим! m,, 

и перспектива m - ея горизонтальной проекціи. 

Для этого о ' соединяем! съ а; тогда о а 3 выразитъ р а з - . 

chassie точки отъ центральной плоскости. Затѣмъ черезъ m про

в о д и т параллель ху до переоѣченія съ о ' а 5 въ точкѣ c ä или съ 

о ' а „ В ! точкѣ п; тогда отрезокъ а 5 с 3 = а / ; п опредѣлитъ р а з с т о -

яніе точки до картинной плоскости, равное 4 единицам! длины. 

Чтобы найти разстояніе точки о т ! предметной плоскости,, надо 

В! точкѣ а Еозставить перпендикуляр! къ ху, а черезъ m, про

вести параллель ху до встречи ея съ этимъ перпендикуляром! 

въ точке д<, которую надо соединить съ о 1 и продолжить до 

встречи съ &uoLn в ! точке /З^ ; тогда отрезокъ &,/уЗ .̂ внразитъ 

искомое р а з с т о я н і е . 

Обратно, если даны разстояніл точк-л о т ! плоскостей . 'цен

тральной, картинной и предметной, то при посредстве этого 

масштаба /:егко найти перспективу этой точки. Пусть точка о т 

стоит! отъ центральной плоскости вправо на 3. един. ,отъ пред-



мѳтной - на 5 единицъ и отъ картинное - на 4 единицы. Тогда 

откладываемъ на оенованін картины вправо отъ точки о отрізокъ 

оа3 ~ 3 ед . и точку о ' соединяемъ съ as, далѣе на линіи о ' а 5 

беремъ точку с 3 , отстоящую отъ картины на 4 е д . , и проводикъ 

черезъ нее параллель ху до пересіченія о ' а , ; получаемъ точку 

т . изъ которой проводимъ ш, перпендикулярно къ ху и на немъ 

откладываемъ mm, = n n ( ; точка m, будетъ искомой. 

П О С . Т Р О Е Н І Е П Е Р С П Е К Т И В Ы Т Ѣ Л Ъ . 

Построеніе перспективы телъ сводится къ построенію т о -

чекъ и Л И Е І Й * лежащихъ на ихъ поверхностяхъ; при ѳтомъ нахо-

дятъ перспективы такихъ линій, которыя служатъ очеркомъ види

мой части даннаго тѣла. Мы ра,зсмотримъ построенія перспективы 

призмы, пирамиды, цилиндра и конуса. 

Построимъ перспективу прямой призмы, данной ортогональ

ными проекціями ( ч е р т . 1 1 6 ) . 

Пусть abcdef - горизонтальная проекція прямой призмы, а 

і;е0а„сас* d ' e ' f ' - вертикальная, при чемъ f f f e ( / d 0 c i , - вертикаль

ная проекція нижняго основанія, a f e ' d ' c ' - верхняго. ироек-

ціи призмы могутъ быть даны или относительно картинной и пред

метной плоскостей, или же относительно произвольных! плоско

стей проекцій. Въ посЛѣДнемъ случаѣ должно быть опредѣлено по-

ложеніе картинной плоскости относительно выбранной системы пло

скостей проекцій- Если предположимъ, что призменная плоскость 

совпадаетъ съ горизонтальной выбранной системы, то положение 

кііртинной плоскости определяется положеніемъ ея основаьія ху 
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Чевт.116. ЕЙ. этой плоскости, 

a положекіе цен

тральной плоскости -

точкою о. произволь

но взято* на линіи 

ху. Перспективное 

изображен]е удобвііе 

дѣлать на отдѣль-

номъ чертежа (117). 

Линія горизон

та hh' проводиіся 

отъ ху на разстоя-

ніи точки зрѣнія 

отъ предметной пло

скости. Разстояніе 

точки.зренія отъ 

изображаемаго тела выбирается такъ, чтобы можно было, какъ го 

ворится, окинуть сднвмъ взглядомъ весь предмет*, не поворачи

вая головы въ разяыя стороны. Этому требованію удовлетворяем 

разстояніе , которое будетъ отъ двухъ и даже трехъ разъ болѣе 

наиболыаго размера въ ширину или вышину разаматриьаемаго т е 

ла. Если местная условія меіаютъ зрителю на наивнгоднѣйшемъ 

раззтояніи отъ 2-хъ до 3-хъ разъ большаго размера въ ширину 

или вышину тела, то ограничиваются разстояніемъ, равнымь р а з -

стоянію возможнаго положенія зрителя. 

Ксгда картинная плоскость проходитъ черезъ точку тъла, 
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ближайшую къ точке зрѣнія, тс перспектива называется пер

спективою въ натуральную величину, Е Ъ противномъ случае -

уменьшенною. Разстояніе точки зрѣнія до картинной плоско

сти получится, когда изъ разстоянія точки зрѣнія до изо 

бражаемая предмета отнимемъ разстояніе этого послѣдняго 

до картинной плоскости. Это разстояніе откладывается на 

линіи горизонта отъ точки о' ; такимъ образомъ, на нашемъ 

чертеже получена точка і . Построивши главныя точки и лн-

ніи, переходимъ къ построенію призмы. При заданіи тела ор 

тогональными нроекціями, легко находятся координаты какой 

угодно ея-точки; такъ координаты точки (с , с ) призмы ( ч е р -

тежъ 116) будутъ: х - оос, у . -о^ с , z = с ' с в , а по коор--

динааіамъ точки мы можемъ построить ея перспективу.Для э т о 

го изъ вершины горизонтальной проекціи призмы опускаемъ : 

перпендикуляръ на ху, съ черт.116 переноскмъ на черт.117 

на соответствующую линію длины: о°с , оос, , оос^ , о« : 3 и 

полученныя точки ос , осг , осл и е*.3 соединяемъ съ о ' . Поль

зуясь перспективнымъ масштабомъ, находимъ перспективы в е р -

Ф Й Н Ъ с и Ъ (или откладнваемъ отъ вправо по ху длину осш«= 

с и точку m соединяемъ съ точкой разстояній і ; пересе

ление с*, о ' съ im дастъ искомую перспективу с; подобно э т о -

гсу находится и перспектива Ъ другихъ вершинъ). Проводя изъ 

Ъ параллель ху до встречи съ оЦ^, , ітолучимъ ba- - перспек

тиву прямой (ab, e ,d 0 ) паралл. ху (черт. 116). Точки с н f 

(черт .116) лежатъ на линіи, параллельной ху; поэтому пер

спектива f построится, если изъ с проведемъ параллель ху 

И. Е. МИХАЛЕВСВДИ. типо-лит. ю. ВЕНЕРЪ ПРЕЕІГН. О. ФАЛЬКЪ. 
НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Листъ 7-й 



Черт.117. 
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Черт ,118. до встречи es о « с с 3 . 

Продолжая af до встре

чи съ линіей горизон

та въ точкѣ п, полу-

чимъ точку схода пря-

мыхъ, параллельныхъ 

af (черт .116); поэто

му, соединивъ п съ с 

(черт.117) въ пересе

ч е н а съ о'ос, - по-

лучимъ перспективу d: 

перспектива de парал

лельна ху. Если Ьс 

продолжимъ до встречи 

съ линіей горизонта 

въ точке к, то полу-

чимъ точку схода пря-

мыхъ, параллельныхъ Ьс 

(черт. 116), .поэтому продолженіе перспективы fe должно 

пройти через ъ точку к. Достроивши перспективу основанія 

призмы,, строимъ перспективу боковыхъ реберъ, пользуясь 

масштабомъ высотъ и точками схода п и к . Это построеніе 

ясно изъ чертежа 117.. Перспектива крайнихъ реберъ сс, и 

аа, , очевидно, принадлежитъ очерку видимой части боко

вой поверхности призмы. 

При построеніи перспективы пирамиды строятъ по предо-
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идущему, перспективу многоугольника сснованія, затѣм* п е р 

спективу S - основанія высоты (черт . 118) и направленіе 

перспективы высоты, на которой помощью перспективнаго мас

штаба откладывают* длину высоты и получают* перспективу 

вершины S, ; соединив* s, с* точками а, ь , о, d, е и f, п о 

лучим*, перспективу боковых* ребер*, а следовательно и пер 

спективу пирамиды. Очерками боковой поверхности будут* 

служить ребра S, а -и S, d. 

Построим* перспективу прямого цилиндра, даннаго о р 

тогональными" проекціями ( ч е р т . 1 1 9 ) . 

î e p i . 1 1 9 . І р е В Д е 

им* перспективу 

основанія по т о ч 

кам*, для чего 

описываем* около 

круга квадрат* 

mnpq и вписыва

ем* квадрат* e £ g b 

так*, чтобы по 

двѣ противополож

ных* стороны бы

ли параллельны 

основанію ху и 

по двѣ - перпен

дикулярны ху, т о г 

да получим* 8 т о 

чек* а., о, е., d и е , f, s, h, из* которых* первыэг че.ты-
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ре - точки касанія описаннаго квадрата, a пооліднія четы

ре - вершины вписаннаго квадрата. Общая діагональ gn этихъ 

квадратовъ наклонена к ! ху подъ углом! въ 45° , поэтому 

перспектива ея пройдетъ черезъ точку разстояній і ; зная 

это, продолжим! qn до встречи съ ху въ точкѣ ѵ, которую 

переносимъ вместе съ точками ос , <?с, , ы.л съ чертежа 

119-го на соответствующую линію чертежа 120. Соединивши ѵ 

съ і (черт .120) , получимъ въ пересеченіи съ перспективами 

перпендикуляров! Оос, оос, , о о с л . . . . . перспективы п, f , m,, 

h и g-; проведя изъ этихъ точекъ параллели ху до перееѣче-

н ія съ соответствующими перпендикулярами, получимъ пер

спективы a ,e ,d ,h ,c ,g ,b и f , по которнмъ и строимъ пер- -

спективу окружности основанія цилиндра; кривая afbgchde 

(черт.120) есть эллипсъ. Для построенія перспекти-вы верх-

няго основанія поступаем! такъ: на перпендикуляре изъ m, 

къ ху откладываем* перспективно высоту цилиндра и черезъ 

полученную точку mJ, которая будетъ перспективою центра 

верхняго основанія, проводимъ прямую га)о', обозначающую 

перспективу перпендикуляра, опущеннаго изъ центра верхня

го основанія на картинную плоскость; прямыя m , о ' , mjo' 

выражают!'перспективы параллельных! прямых!. Проводя изъ 

а и с перпендикуляры къ ху до пересечения ш]о' - найдем! 

точки а, и с, - перспективы точекъ верхняго основанія.Со

единивши ш) съ і (точкой разстояній) , получимъ перспекти

вы ;п,і и га/1 - параллельныхъ прямыхъ, а опустивши пер

пендикуляры изъ h к f на ху до- встречи съ mji, найдемъ 
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еще две точки h, и î,, принадлежащія перспективе верхняго 

основанія . Для дальнѣйшаго полученія точекъ этого основа-

н ія соединяема f , съ о 1 и изъ g опускаемъ перпендикуляра 

на ху до встречи съ f, о' въ точке g , , которая будетъ при

надлежать верхнему основанію и т . д . Соединивши пострсен-

ныя точки непрерывной чертой, получимъ эллипсъ, перспек

тиву верхняго основанія . Построивши перспективы-верхняго 

и нижняго основанія, проводимъ къ нимъ касательныя, перпен-

дикулярныя къ ху, тогда эти последнія составятъ очеркъ 

боковой поверхности цилиндра и вместе съ перспективами о с 

н о в а н а - перспективу цилиндра. ' 

При построеніи 

перспективы конуса пре

жде строятъ перспекти

ву основанія, затемъ 

перспективу вершины, 

изъ которой проводятъ 

касательныя къ кр'ивон, 

выражающей перспективу 

основанія, и такимъ об-

разомъ получаютъ пер

спективу даннаго кону

са . На черт 121-мъ по

строена . перспектива 

прямого конуса, .поста-
вленнаго на предметную плоскость. 
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0 M "S T 0 Д A X Ъ, У П" 0- T P E. Б Л Я E M. H X ï 

В.Ъ Н А Ч Е Р Т А Т Е Л Ь Н О Й Г ' Е О В И . Р ІЙ. 

При рѣшеніи различныхъ вопросов^ въ начертательной 

геометріи употребляются слѣдукщіе методы: 1) методъ с о -

вмѣщенія, 2) методъ вращенія и 3) методъ перемены плоско

стей проекцій. 

МЕТОДЪ СОВМѢШЕНІЯ. состоите въ томъ,. что по данному 

положенію плоскости и фигуры, находящейся на ней,находит

ся положеніе, которое займетъ фигура, когда ея плоскость 

совпадете съ одной изъ плоскостей проекцій. Для этого 

плоскость фигуры ° S / 3 ^ ' ' ъѵщътъ около одного изъ слѣдовъ. 

ея до совпаденія съ плоскостью РР 1 ( ч е р т . 1 2 2 ) , тогда фи

гура займетъ на плоскости РР' определенное положеніе,ко-

Черт.122. торое и на

зывается со--

вмѣщеніемъ. 

Нахожденіе 

совмѣщенія 

фигуры с в о 

дится къ на-

хожденію с о -

вмѣщенія точ

ки, поэтому 

мы разсмотримъ сначала совмѣденіе точки, лежащей въ дан

ной плоскости с^ / зу^ (черт. 122), Линія c^/s сѣченія пло

скости, въ которой заходится' точка, съ плоскостью проек-



цій РР1 - называется о с ь ю в р а щ е н і я . Плоскость 

о у з у м о ж е ы ъ вращать въ ту ИЛИ.другую-сторону, и поэтому 

совмѣщеніе точки А будетъ на той или другой- сторонѣ.. пло-^ 

скости Р Р 1 , Б уд емъ .вращать плоскость по направле-

нію, указанному стрѣлкою. При такомъ вращеніи точка А. 

постоянно будетъ находиться въ плоскости, перпендикуляр

ной къ о£/2> - Пусть эта плоскость - к, .она. называется пло

скостью вращенія точки А. Точка встречи этой плоскости съ 

линіей оС/з , т . е . точка о называется ц е н т р о м ъ 

в р а щ е н і я . Разстояніе оА называется р а д і у -

с о м ъ в р а щ е н і я . Если плоскость с ^ / ^ / " .совмѣ-

стимъ съ Р Р ' , то точка А, описавши дугу, совпадет* съ 

точкой А / 5 лежащей на слѣдѣ плоскости вращенія и отстоя

щей отъ центра на разстояніи А,о = Ао. .Точка А, назы

вается с о в м і щ е н і е м ъ точки А. Такимъ образом*,, 

чтобы построить совмѣщеніе точки, лежащей въ данной пло

скости, необходимо знать: 1) плоскость вращенія,2)пентр* 

вращенія, 3) радіусъ враіенія и 4) направленіе враженія, 

Если всѣ эти элементы совмъщенія извѣстны, то для постро-

ен ія совмѣщенія точки достаточно отъ центра вращенія въ 

сторону совмѣщенія отложить величину рад іуса вращенія на 

слфдъ плоскости вращенія. Центр* враденія определяется 

пересѣченіемъ плоскости вращенія съ осью' вращенія. Р а з -

смотримъ, какъ находится раді.уеъ враигевія. Для этого изъ 

точки А (черт .122) спускаем*.на плоскость РР' .перпендику-

ляръ Аа, который будет*.лежать въ плоскости R, поэтому.. 
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подожва его находится на следе st плоскости вращѳнія.Изъ 

треугольника оАа оказывается, что радіусъ вращенія есть 

гипотенуза прямоугольнаго треугольника, у котораго один* 

катетъ Аа - есть разстояніе точки отъ данное плоскости 

проекций, а другой катетъ оа г есть разстояніе проекцій 

той же точки отъ центра вращенія. Иногда величина р а д і у -

са не требуетъ сказаннаго построенія, а определяется изъ 

данныхъ условій . Такой случай можетъ встретиться тогда, 

когда направленіе рад іуса вращенія параллельно одной изъ 

плоскостей проекцій, ибо тогда радіусъ проектируется на 

плоскость въ натуральную величину. При построеніи совмѣ-

ш,енія точки А мы предполагали, что она находится въ верх

ней части плоскости о ^ / з ^ - . Еозьмемъ точку ког лежащую 

въ нижней части той же плоскости. Точка А 0 при вращеніи 

OCJ3>^ будетъ перемещаться по окружности оА„ въ противо

положную сторону перемѣщенія точки А и въ совмещенном* 

положеніи с.овпадетъ съ к\, Здесь радіусъ вращенія откла

дывается въ противоположном* направленіи, а именно въ-на

правлен!^ оѣ„. 

Применим* общій способ* построенія совмѣщенія точки, 

когда плоскость Дана следами на совмещенных* пло

скостях*, а точка ея проекціями (аа ' ) . 

йзъ чертежа 123-го замечаем*, что точка ( а , а 1 ) дей

ствительно находится въ плоскости оС^,^. Построимъ пло

скость вращенія этой точки, полагая, что совмѣщеніе про

изводится съ горизонтальной плоскостью проекніи. Для э т о -
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Черт.123. го нзъ 

ТОЧКЕ 

а опу

скаема 

перпен-

' дику-

ляръ 

ШоС/3 . 

Тогда 

s t бу

детъ 

горн-

зон-

тальнымъ слѣдомъ плоскости вращенія* a t v , перпендикуляр

ная къ ху, - вертикальнымъ слѣдомъ. Точка о будетъ цен-

тромъ вращенія. Опредѣлимъ радіусъ вращенія; для этого 

строимъ на горизонтальной плоскости прямоугольный треу-

гольникъ аоА 0 , однимъ катетомъ котораго будетъ. ао - р а з -

стояніе горизонтальной проекціи отъ центра, а другимъ -

А„а = а 'п - разстоянію точки А отъ горизонтальной пло

скости проекціи; oAö будетъ радіусомъ вращенія.Плоскость 

o^/h^r можно вращать около слѣдао^/з оправа налѣво .и- • 

слѣва направо; будемъ вращать справа налѣьо. Такъ жакъ 

совмѣчценіе точки находится на слѣдЗз плоскости вращенія? 

то , отложивъ на os радіусъ оА 0 , получимъ точку А, - и с 

комое совмъщеніе данной точки. Такимъ же образомъ най-
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демъ еовмѣщеніе С, точки ( c e 1 ) , лежащей н а у 3 ^ »' совмѣще-

н іе этой точки может* быть построено еще такъ: изъ- точки 

с опускаем* перпендикуляру на ос/з , а и з ъ у З радіусомъ 

ß> с 1 пересѣкаем* его въ точкъ С,, которая и будетъ иско

мой. Такъ какъ точка ( с , с ) принадлежитъ вертикальному 

слѣду плоскости с * / 3 ^ ' т о ' соединив* точки Jh и С, , по

лучим* совмѣщеніе вертикальнаго слѣда данной плоскости 

въ этом* случаѣ утолъ oC/2jf есть натуральная в е 

личина угла, образуемаго въ пространстве слідами плоско

сти. Прямая А,С, , параллельнаяс*уз , есть совмѣщеніе г о 

ризонтали ( а с , а ' с ' ) . Бслѣдствіе перпендикулярности къ 

oLjb плоскости stv вращенія точки ( а 1 , а ) , она есть пло

скость линейнаго угла, образуемаго данной плоскостью ° у з ^ 

съ горизонтальной, Таким* образомъ уголъ ш, составленный 

слѣдомъ плоскосхи вралгенія и радіусомъ вращенія, который 

•есть линія сѣчеяія данной плоскости съ плоскостью враще-

н і я , Быражаетъ наклоненіе данной плоскости къ горизонту. 

Черт.124 Имѣя с о -

вмѣщеніе 

fif Вврг. 

тикальна-

го слѣда 

плоскости,-

совмлщеніе 

какой-либо 

ё я точки 
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( b , b r ) на горизонтальной плоскости- можетъ быть найдено 

такь: изъ Ь' проводнмъ линію b ' c ' параллельно оси вра

щения до встречи (черт. 124) с ъ в ъ точке c 'y кото

рую проектируем* на ось х у въ точку с; изъ-этой-послед

ней опускаемъ перпендикуляр* на °С/з до пересѣченія съ 

ß^r въ точке С/; тогда С,Н, проведенная параллельного , 

выразитъ совмещение горизонтали (be, b f с " );опустивъ пер

пендикуляръ изъ точки Ъ на oc/z до пересечения съ С, H 

въ точке В,, найдемь искомое совмещеніе разсматриваемой 

точки ( b , b ' ) . 

З А Д А Ч А . Найти совмещен!е на одной изъ пло

скостей проекпдй точки ( ь , Ь ' ) , лежащей въ .осевой плоско

сти (черт ,125 ) , _ І Ч . п 

Черт.125. Пусть о с е 

вая плоскость определяется 

т о ч к о й ( а , а 1 ) . 

Въ данномъ 

случае пло

скость вра-

щенія точки 

( b , ь ' ) пер

пендикулярна 

къ ху и с л е 

ды ея s t и tv проходятъ черезъ проекдіи точки ( ь ? ь ' ) Д е н -

тромъ вращенія будетъ служить точка ѣ. Для нахожденія р а -

д і у с а в р а щ е н і я точки ( b , b ' ) строимъ прямоугольный- т р е -
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угольникъ tbB, на катетахъ bt и ь ч ; полученная гипотену

за ѢВ 0 будетъ радіусомъ вращенія;. отложивъ ѢВ0 на s t отъ 

точки t , палучимъ точку В, - искомое совмѣщеніе на гори

зонтальной плоскости, 

З А Д А Ч А . Найти совміщеніе на вертикальной пло

скости точки (а , а» )» лежащей въ плоскости, параллельной 

горизонтальной плоскости проекдіи ( ч е р т . 1 3 6 ) . 

Черт.126. Въ дан~ 

номъ случаѣ пло

скость вращенія 

pqr перпендику

лярна к ъ , 

а потому перпен

дикулярна и к ъ ч 

ху. Еентръ вра-

щенія - точка а' 

радіусъ вращенія есть qa, т . е . разстояніе точки отъ вер

тикальной плоскости. Ѳтложнвъ отъ точки а ' на слѣдѣ пло

скости вращенія величину а'А, - aq, получимъ А, - совмѣ-

щеніе данной точки. 

Если точка ( а , а ' ) будетъ лежать въ плоскости 

перпендикулярной къ горизонтальной, a совмѣ ідть ее будемъ 

съ вертикальной, то плоскость вращенія этой точки будетъ 

параллельна горизонтальной плоскости проекций, и поФону 

радіусъ вращенія проектируется на горизонтальную плоскость 

въ натуральную величину, равную &ß> . Еслѣдствіе чего для 
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Черт.127. построенія с о -

вмѣщенія точки 

( а , а 1 ) (черт. 

127-ой) посту

паем^ такъгизъ 

точки /з радг -

усом! ß> а опи

сываема дугу 

до пересѣченія 

С ! ОСЬЮ В ! ТОЧ-

Ке к, и з ! которой возставимъ J- къ оси до пересѣченія 

С! s t въ точкѣ А, . Эта ПОСЛЕДНЯЯ и выразит! искомое с о -

вмѣщеніе точки ( а , а ' ) . 

Разсмотримъ, какъ по совмѣщенію точки, лежащей въ 

какой-нибудь плоскости, найти ея проекдіи,когда эта пло

скость приходит! въ первоначальное положеніе. Положим!, . 

что А, (черт .128) есть совмѣщеніе точки по горизонталь

Черт. 128 ной плоскости. 

Если плоскость 

и з ! совмъшен-

наго. положенія 

. ПРИХОДИТ! В ! 

первоначальное, 

то точка А, 

вращаетсяСпод-

нимается) въ 
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плоскости перпендикулярной къ , а следовательно и къ 

горизонтальной плоскости. Следы этой плоскости вращенія 

суть: горизонтальный - st J_ oCjz, и вертикальный -

t v _L ху. Когда плоскость otß^ придет! въ первоначаль

ное положеніе, прямая А,о .совпадет! съ линіей сѣченія пло

скости оСуь^ъъ плоскостью вращенія. Эта линія прондетъ 

черезъ точки о -и D и искомая точка будетъ находиться на 

этой прямой на разстоянін радіуса вращенія отъ точки о. 

Чтобы построить эту точку, построимъ на горизонтальной 

плоскости треугольник!, полученный въ съченіи плоскости 

вращенія съ плоскостью с ^ > ^ я плоскостями п р о е к ц і й . т . е . 

треугольник! otD' , Для этого изъ точки ѣ возставляемъ 

перпендикуляръ къ s t и на немъ откладываем! tD 1 = tD. Точ

ку о соединяем! с s D ' ; на линік oD' можно смотрѣть каи

на совмѣценіе прямой O D , когда плоскость s tv , вращаясь 

около s t , совпадет! съ горизонтальной плоскостью.Постро

ивши oD', переносим! на нее точку А,, для чего изъ о ра -

діусомъ оА, описываем! дугу до пересѣченія съ oD1 въ точ

ке А„, нзъ которой опускаемъ перпендикуляръ на s t и по

лучаем! искомую горизонтальную прсекцію а. Чтобы полу

чить вертикальную проекцію, изъ а опускаемъ перпендику

ляръ на ху и отъ точки п откладываем! а 'п - А 0 а; а' - и с 

комая вертикальная проекція. Если точка D въ пределах! 

чертежа не помещается, тогда берутъ вспомогательную точ

ку В, чтобы вертикальный следъ плоскости ея вращенія п е -

реоѣкег съ зертикальнымъ следомъ нашей плоскости. 
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Черт.129. Пусть 

следы пло

скости вра-

щенія точ

ки В (черт. 

129-ый) бу 

дутъ pq И 

qr. Такъ 

какъ следъ 

qr пересе

кается со 

еледомъ JbJ~ 

въ точкѣ М,-

то мы можемъ построить треугольникъ о, qM,, въ которомъ 

уголъ qo,M, = о опредъляет-ъ наклонечіе плоскости <^/з>^ 

къ горизонту» Узнавъ величину п, можемъ построить и про

екции точки А,'; для этого при точке о строимъ уголъ t o ï K 

= и, изъ о радіусомъ оА, описываемъ дугу до пересеченія 

съ oN въ точке А 0 . йзъ к0 опускаемъ ~ L на st и получа- 4 

емъ горизонтальную проекцію а нашей точки; по горизон

тальной проекціи, по предыдущему, строимъ вертикальную -

а' 

Очень часто приходится поднимать плоскости въ про

странстве безъ предварительная ихъ совмещенія. Посмот-

римъ, какъ при такихъ услсьіяхъ находятся проекпіи точ

ки, лежащей въ плоскости. Положимъ, что плоскость °уз^ 

совпадающую съ горизонтальной плоскостью проекдДй (черт, 
И. Е. МИХАЛЕВСКОС тнпо-чит. ю. В Е К Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ы Г Ь . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Лнсгь,8-й 



Черт.130. 130-ый), 

вращеніемъ 

О К О Л О otß 

надо накло

нить къ г о 

ризонталь

ной плоско

сти подъ 

угломъ п и 

построить 

проекдіи 

точки А,, лежащей въ этой плоскости. Такъ какъ плоскость 

Ыув^, будучи наклонена подъ угломъ п къ горизонтальной 

плоскости, можетъ имѣть два положенія, то необходимо 

узнать, при какомъ ея положеніи будет строить проекпіи 

точки. Пусть плоскость составляете уголъ п съ' частью г о 

ризонтальной плоскости схуЗ "у . Тогда поступаем* такъ: 

строимъ плоскость s tv - вращенія точки А, и при точкѣ о 

къ Л Е Е І И ot - уголъ toM = п, изъ Т О Ч К Е о радіусомъ OA, 

описываемъ дугу до пересъченія съ оК въ' тсчкѣ А 0 . Изъ А а 

опускаемъ перпеядикуляръ А 0 а на оѣ; полученная точка 

дастъ горизонтальную проекцію точки А,; для отыскан і | 

вертикальной проекдіи изъ а опускаемъ перпендикуляръ на 

ось и отъ точки к отложимъ ка ' * аА 0 ; точка а' будетъ вер

тикальной нроекціея точки А,. 

Если дано совмещенное положеніе нѣсколькихъ точекъ, 
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Черт .131 . 

лежащих* въ.одной плоскости, и нужно найти ихъ проекціи, 

то полное поетроеніе дѣлается только для одной изъ нихъ, 

ностроеніе же остальныхъ упрощается. Пусть дано совмещен

ное положеніе на горизонтальной плоскости точекъ A, , Bf 

С, , - D , . . ;•. (черт. 131), лежащих* въ плоскости »' Т Р 2 

точки А,, В, и С, расположены по одну с т о р о н у , a D -

по другую; требуется построить проекціи этих* точекъ. По

строим* сначала проекціи ( а , а ' ) точки А, по извѣетному 

намъ правилу. Для построенія остальных* проекцій В , . С, ь . 

т . д . поступавмъ такъ: из* і-очек* В-,, G, и т . д . опускаем* 

перпендикуляры на елѣдъо^д и при какой-нибудь точкѣ F 

оси ху строим* у г о л * у з Ж =* п, т .е^ угол* наклоненія пло

скости къ горизонту; затѣмъ на сторонѣ Ш этого угла о т 

кладываем* B - ^ F ». В , о , , ' C J P = С , о ^ И РВ^ " D x o 3 ; из* то- • 

чекъ,С^,' В^; и D A опускаем* перпендикуляры на ось : B _ J J A , 

У А ' \&г.* 0 Г £ Ъ т о ч к й °і откладываѳмъ о, ъ Fb, н отъ чоч-
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ки - о^с ». Fc^; изъ точекъ Ъ и с опуокаемъ перпенди

куляры на ось ху и продолжаѳнъ ихъ до пересечения въ ' точ -

кахъ V н е съ параллелями оси, проведенными из-ъ точекъ 

В^ и С^; полученныя при этомъ построеніи точки V и С 

будутъ вертикальными проекціями точекъ В, и С,, ле-жажихъ 

выше горизонтальной плоскости; проёкціи же точки В, ,какъ 

лежащей ниже горизонтальной" плоскости, построятся, если 

o 3 d « d^F отложимъ не вправо от.ъ ас/ъ , a влѣво, и d 0 d'= 

» D^d^_ отложимъ ниже оси проекнДй;. точно такъ же. строят

ся проекпДй и остальныхъ точек^. 

Иосаро-

внъ с о 

вмещен! е 

на гори

зонталь

ной пло

скости 

отрѣзка 

( a b , а ' Ь ' ) , 

лежаіаго 

въ пло

скости (черт . 132). Для рѣженія вопроса надо найти 

совмещение двухъ точекъ ( а , а ' ) и ( ь , Ь ' ) этого отр-взка й 

соединить ихъ; удобнее найти еовмѣщеніе горизонтальнаго 

следа пряной и еще какой-либо точки ( b , b ' J . Въ данномъ 

случаѣ горизонтальный следъ ( с , С ) находится въ предѣлахъ 
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чертбжа ;, .и потому выгоднѣ.е сначала достроить этот* гори

зонтальный след*, на который можно смотреть как* на с о -

вмѣщэніе одной из* точек*.данной прямой; построив* совме

щение В какой-нибудь, другой т о ч к и . ( ь , ь * ) , .соединим* В с* 

с прямой; Вс есть совмещеніе. прямой (Ъс.,. Ь ' р ' ) . Если же 

из* точки а опустим* перпендикуляр* н а < ^ з до встречи 

с*.Вс в* точке А, то получим* совмѣщеніе точки ( а , а ' ) > а 

потому отрѣзок* AB будет* искомый. 

ОБРАТНЫЕ ВОПРОСЪ. По совмещенію прямой построить ея 

проекціи, когда, .плоскость, в* которой, лежит* прямая, из* 

совмещеннаго положенія приходит* в* первоначальное. Пусть 

Черт .133 . это совме-

шеніе. есть 

отръзокъ 

А,В, (черт . 

133-ій).ИрЕ 

рѣшенін это

го вопроса 

можно по

ступить 

двояжимъ 

образомъ: 

или по совмѣщенію найти проекціи крайнихъ точекъ отрезка, 

или продолжить совмещенное положеніе отрезка А,Б, до в с т р е 

чи съ о^/З въ точке с, которая будетъ горизонтальяымъ сле-

домъ отрезка и, такимъ образомъ, построеніе проекдій о т -
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резка свести на .построеніе проекпій только одной точки 

В , . Употребима послѣдній способа, т . е . найдена горизон

тальный следа С нашего отрезка AB; тогд? на с можно 

смотреть кака на горизонтальную проекцію точки С потому, 

что она при вращеніи плоскости положенія своего 

не мѣняетъ; вертикальная проекдія G будетъ с ' на оси 

проекдій. Такима образома, нашли проекціи точки С, при

надлежащей отрѣзку; найдя по известному правилу проекпДи 

( ь , Ь ' ) точки В, соединима с са ь и с« са b' и получимъ 

проекціи прямой. Чтобы найти проекціи отрезка А, В,,изъ А, 

опускаемъ перпендикуляръ на °<-fi> и продолжаемъ его до 

встрѣчи оъ сЪ Б Ъ ' т о ч к е а; по горизонтальной проекдіи а 

находимъ вертикальную а ' . йскомыя проекпіи суть: аЪ и 

a'b*. 

Допустима, что совмещенное положеніе отрезка AB 

(черт. 1-34) параллельносхуЗ , \ требуется найти его проек-

Черт.134. п іи . Така 

какъ AB \\otfi 

то , следова 

тельно, AB 

выражаета 

совмещенное 

положеніе 

отрезка г о 

ризонтали, 

но верти-

file:////otfi
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кальная .проекція горизонтали // оси ху, а горизонтальная 

\\otj2, , поэтому для построенія проекцій этого отрезка д о 

статочно знать проекціи одной какой-нибудь точки. Найдя 

по правилу проекдіи ( а , а ' ) точки А и проведя черезе а 

прямую ab \[oCß. , а черезъ а ' - . - прямую а ' Ь ' / / ху, найдемъ 

направленіе проекцій нашей горизонтали. Чтобы найти про

екции точки В, опускаеме изъ нея __L на до встрѣчи 

съ ab въ точкѣ b, а изъ b - _ L на ху до встречи съ а ' ь ' в е 

точке ь» , тогда ( b , b ! ) суть проекціи точки В, a (ab ,a 'b ' ) -

проекціи даннаго отрезка. 

Разсмотриме приложен!е метода совмещеніяке раіенію 

нвкоторыхе вопросовъ. 

З А Д А Ч А . Построить следы прямой (ab, a r b ' ) , л е 

жащей ве профильной плоскости; прямая ве этоме елучаѣ оп

ределяется проекціями крайнихе точеке ( а , а г К л (Ь ,Ь*) .Для 

„ о г_ построенія слѣдове 
Черт.135. 

г, данной прямой про

водные черезе нее 

горизонтально-про

ектирующую пло

скость, совпадаю

щую се профильной, 

совместиме ее се 

горизонтальной пло

скостью проекцій 

( ч е р т . 1 3 5 ) , вращая около следа pq, и построиме совмѣщеніе 

file:////otj2
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даннаго отрезка . Для этого из* точек* а и ъ в* сторону 

вращенія возставляемъ перпендикуляры къ pq, на которнхъ 

откладываем* радіусы вращенія a i - qa' -и ьв = qb ' ; -полу

чим* созмѣценіе А и В точек* ( а , а ' ) я ( b f b * ) , я прямая 

AB выразит* совмъщеніе данной прямой, отрезок* AB про

должаем* до встрѣчи съ pq и ху в* точках* H и С. За-лѣм* 

приводим* профильную плоскость изъ совмещеннаго положе

ния в* первоначальное, тогда точка Н, какъ лежащая на оси 

вращенія, не измѣнитъ своего положенія и будетъ горизон

тальным* слѣдом* данной прямой. Точка С при вращеніи бу 

детъ перемещаться по вертикальной плоскости, оставаясь 

постоянно отъ точки ср на р а з е т о я н і и ^ , т . е . опишет* на 

вертикальной плоскости дугу р а д і у с а ^ £ , и когда плоскость 

примет* первоначальное положеніе, точка С совпадет* с* 

с ' , которая и будетъ вертикальным* слѣдомъ данной прямой. 

Построим* следы прякой (аЬ, а ' ь ' ) , лежащей в* про

фильной пло-

скости, при 

другомъ ея 

расположена, 

какъ показано 

на черт. 136, 

Проведемъ ч е 

резъ прямую 

горизонтальяо-

-проектирующую 
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плоскость и совместим* ее съ горизонтальной плоскостью 

проекцій; тогда AB будетъ ея совмѣщеяіемъ. ГГродолжны» AB 

до пересѣченія съ pq въ точкѣ 0 и до перееѣченія съ ху 

въ точкѣ В. Если плоскость изъ совмѣщеннаго положения с т а -

немъ приводить въ первоначальное, то G не измѣяитъ своего 

положенія и будетъ выражать точку, въ которой прямая п е -

ресѣкаетъ горизонтальную плоскость, т . е . будетъ горизон

тальным* слѣдомъ прямой; точка D будетъ перемещаться по 

нижней вертикальной плоскости и попадетъ въ точку D ' , к о 

торая и будетъ вертикальным* слѣдомъ. Расположеніе следов* 

показывает*, что данная прямая проходит* -въ I , 17.и I I I 

четвертях*. 

З А Д А Ч А . По данной проекщіи точки, лежащей на 

прямой, находящейся въ профильной плоскости, построить 

другую ея яроекцію. Пусть по горизонтальной проекціи і о ч -

ки ^ надо найти ея вертикальную ( ч е р т . 1 3 5 ) . 

Для рѣшенія этой задачи строимъ на. горизонтальной 

плоскости совнѣщеніе AB прямой (ab, а ' Ь ' ) , н а котором* л е 

жит* данная точка. Изъ і возставляемъ_і_. къ pq до пересѣ-

ченія съ AB въ точке F, которая и будетъ совмѣщеннымъ но-

ложеніемъ данной точки, отложивши по линін qr отъ точки q 

р :.-.оЗТояЕіе fF • q f , получимъ f - искомую вертикальную 

проекцію. 

3 А Д А'Ч А. Построить углы, образуемые прямой(аЪ, 

а ' Ъ ' ) плоскостями проекцій ( ч е р т . 1 3 7 ) . 

Построить уголъ, который прямая дѣлаетъ съ плоско-
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стями горизонтальной или вертикальной, значитъ построить 

уголъ, который она образуетъ со своей проекціей на гори

зонтальной или вертикальной плоскостяхъ. Для построенія 

угла наклоненія къ горизонтальной плоскости,совмѣстимъ г о 

ризонтально-проектирующую плоскость pqr данной прямой(аЬ, 

a 'b ' ) съ горизонтальною плоскостью проекдій и лостроимъ 

совмещенное положеніе AB данной прямой ( ч е р т . 1 3 7 ) . Про-

долживъ ab и AB до встречи въ точке й, получимъ искомый, 

уголъ ЪОВ. Подобное же построеніе дѣлается при построеніи 

угла съ вертикальней плоскостью проекцій. Если бы ab и AB 

не пересекались въ предѣлахъ чертежа, то надо изъ точки а 

провести параллель AB, положимъ, прямую аС II AB; тогда 

угола ЬаС - ЬОВ есть искомый. 

З А Д А Ч А . Отъ точки ( о , о ' ) , лежащей на прямой 

(ab, а ' ъ ' ) , отложить данный отрезокъ и найти его проекщіи 

( ч е р т . 1 3 7 ) . Черт.137. 

Чтобы рѣшить эту задачу, находимъ совмещенное положеніе 
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AB данной прямой» На нем*'строим* совмещенное положеніе. 

точки 0, отъ .которой откладываем* данный отрезок* до точ

ки Е. Затем* приводим* плоскость въ первоначальное поло-

женіе. При этомъ проекціи точки Е будутъ ( е , е ! ) , а про

екции искомой длинн - (ое , о ' е * ) ; такъ какъ длину о т р е з 

ка отъ точки 0 можно отложить въ ту и другую сторону, то 

задача имеет* два решенія. 

З А Д А Ч А . Данді проекщін двух* точекъ ( а , а * ) и 

( ъ , Ъ ' ) ; построить натуральную длину, выражающую разсто -

яніе между ними (черт .138) . 
„ 0 0 Чтобы no-

Черт. 138. 

ст роить 

это р а з -

стояніе , 

соединяем* 

одноимен-

ныя проек-

щіи точекъ 

и получаем* проекціи (ab, a 'b 1 ) искоыаго разстоянія .Через* 

эту прямую проводим* одну из* проектирующих* плоскостей, 

положим*, горизонтальную siv. Совместим* ее с* горизонталь

ною плоскостью проекдій и построим* со;вмещ.енное положение 

AB даннаго отрезка. Эта величина AB и есть натуральная в е 

личина разстоянія между двумя данными точками. Это разсто -

яніе можно построить, основываясь на других* соображеніях*. 

Проведем* нз* а прямую ас // AB, тогда .у нас* получится пря-
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моугольный треугольнике abc, ве ко-тороме одниые катетоме 

служите ab - горизонтальная-проесція искомаго разстоянія , 

а другимъ - be = ЬВ - Вс = Ъ'п - а ' п ' , т . е . другимъ к а т е 

томе служите разность разстояній разематриваемыхе точеке 

оте горизонтальной плоскости проекцій. Гипотенуза этого 

треугольника ас = AB и будете.выражать искомую длину. Ве 

разематриваемомъ случаѣ данныя точки находятся по одну 

сторону горизонтальной плоскости проекпДй, но онѣ могуте 

находиться и по обе стороны. Ве этоме случаі (черт.139) 

Черт-139. одниме катетоме 

будете служить 

горизонтальная 

проекція ,а дру-

гиме - сумма 

разстоявій р а з -

сматриваеішхе 

точеке оте г о -

р к з о н т а л ь н . П Л О 

С К О С Т И , проекдій-. Пусть данныя точки суть ( а , а ' ) и ( b , b * ) . 

Первая изъ нихе находится ве 14 четверти, а вторая - ве I . 

Соединиме одноименныя проекдіи и черезе полученную прямую 

прозедеме горизонтально-проектирующую плоскость, которую 

совмѣстиме.се горизонтальной .плоскостью проекцій. Постро

ите совнѣщенное положеніе разематриваемыхе точеке. Для 

этого изе а . и . ь возставляеме-перпендикуляры ке ab зе р а з -

ныя сторона, потому что еовмѣщаемыя точки лежатъ по.обѣ 
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стороны осн вращенія ab, и откладываем* на них* разстоя-

ніе точек* отъ горизонтальной плоскости: аА = а ' к и 

ЬВ », b ' f . Полученныя точки А и В соединяем* и получаемъ 

искомую AB. Эту длину можно построить другим* способом*. 

.Проведем* через*-а прямую аЕ // AB до встрѣчи с* яродолже-

ніем* ЪВ в* точкі Е; получим* прямоугольный треугольник* 

аЬЕ. в* котором* гипотенуза аЕ - AB выражает* искомую 

длину; один* катет* аЪ - горизонтальная- проекдія искома-

го разстоян ія , а другой, ЪЕ - сумма горизонтально—-проек

тирующих*,• потому Ч Т О ЬЕ- = ЬВ f BE = fb ' f a'k.. 

M E T O Д Ъ Б Р А Ц Е S I Я. 

Метод* вращенія состоит* в* том*,, что по. данннк* 

проёкціям* системы, точек* на плоскостях* пѳоекцій, строят.* 

проекціи той же системы и на тѣх* же плоскостях*, когда 

она будет* повернута на данный угол*. За ось в.ращенія обы

кновенно принимают* прямую:,, перпендикулярную или парал*-

лельную- одной, из* плоскостей проекцій< Так* как* дологге-

ніе системы точек* или тѣла в* пространств! зависит*, от* 

положенія точек*, то мы разсмо.трим*. сначала, как* вращает

ся точка около данной оси. 

Пювернуть точку (m,m'.) около данной оси (о , о ' о " ) , 

перпендикулярной к* горизонтальной плоскости, на данный 

угол* ос . Будем* разсматривать данную точку как*, .неизмен

но соединенную с* осью вращенія; тогда при вращені.и около 
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Черт.140. оси (черт . 140) она будетъ 

перемещаться въ плоскости 

параллельной горизонталь

ной плоскости проекцій и 

будетъ описывать окруж

ность, которая проектиру

ется на горизонтальную 

плоскость въ натуральную 

величину. Такимъ образомъ, если мы къ прямой от при точке 

о построимъ данный уголъ и опишемъ дугу радіусомъ от 

до пересеченія съ другой стороной угла въ точке га,,то точ

ка m, и будетъ горизонтальной проекціей точки въ ея но -

вомъ положеніи. Вертикальная проекція будетъ перемещаться 

по линіи, параллельной оси ху, потому что сама точка пе 

ремещается въ плоскости, параллельной горизонтальной пло

скости проекдій, и потому, чтобы найти вертикальную про

екцию точки въ новомъ положеніи, опускаемъ изъ'm, _ L на 

ось ху и продолжаемъ его до пересечения въ точке га,'съ па 

раллелью m1 m). Точка (m , m]) есть искомое положеніе точ

ки (m,m'). Точно такъ же можно повернуть точку около оси, 

перпендикулярной къ вертикальной плоскости проекцій. 

Повернуть прямую (ab, a ' b ' ) на данный уголъ оС око

ло оси, перпендикулярной къ одной изъ плоскостей проекпДй. 

Для этого достаточно повернуть на тотъ же уголъ две к а к і я -

-либо ея точки и черезъ новыя ихъ положенія провести пря

мую, которая, очевидно,, и должна представить новое положе-
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ніе повернутой прямой; для простоты построения вражаютъ не 

произвольная точки, а точки: или равноудаленная отъ оси 

вращенія, или ближайшую отъ' нея и другую - произвольную. 

Разсмотримъ первый случай (черт. 141)". Чтобы полу

чить равноудаленная точки, замѣтимъ, что.перпендикуляра, 

опущенные изъ разныхъ 2счекъ прямой на ось вращенія, б у 

дутъ служить р а -

діусами окружно

стей, по которымъ 

перемещаются про

екции разсматрива-

емыхъ точекъ пря

мой; при этомъ пер

пендикуляры эти 

проектируются въ 

натуральную величину на ту изъ плоскостей проекпій,къ к о 

торой перпендикулярна ось вращенія. Положимъ, что ось вра-

щенія (о , о ' о " ) перпендикулярна къ горизонтальной плоско

сти проекпій; если изъ о радіусомъ ос опижемъ окружность, 

то ее мы можем-і разсматривать какъ горизонтальную проек-

дію окружности, описанной точками, равноудаленными отъ 

оси вращенія. Окружность пересъкаетъ данную прямую или ея 

продолженіе въ точкахъ ( с , с ' ) и ( d , d ' ) » которая и будутъ 

искомыми; повернувъ эти точки на уголь ©с по направлению 

стрѣлки, получимъ точки ( с , , с ; ) и (d ( , d ' ) , соединивъ ко

торая, полѵчимъ пяямѵю ( e d . , c i d ! ) или ( a . b . , aï b f ) — но-



- 128 -

вое Еоложеніе данной прямой. 

Разсмотрнмъ второй способ* вращенія прямой около 

оси (о, о ' о " ) , Перпендикулярной' къ горизонтальной плоско

сти. Для этого берем* ближайшую точку къ оси и другую про

извольную (черт . 142), Чтобы получить точку, ближайшую къ 

оси, опускаем* перпендикуляр* изъ о на аЪ'и радіусомъ uu 

Черт.142. описываем* окруж

ность. Точка(с, с» ) , 

как* описывающая• 

наименьшую окруж

ность, будетъ бли

жайшей къ оси.По

вернувши ее на 

уголъ оі , постро-

имъ ея новое п о -

ложеніе ( с , , с J ) . 

Проведя черезъ с, 

касательную, по

лучимъ .направле-

н і е горизонталь

ной , проекціи прямой в* новом* ея положеніи. Произвольная 

точка ( а , а 1 ' ) данной прямой перейдет* при вращеніи в* по-

ложеніе ( а , , а 1 , ) , при чем* с , а , = са ; соединив* а' съ о], 

получимъ направленіе вертикальной проекціи новаго поло-

женія прямой. Отложивъ с,ь, = ob, построим* другую край

нюю точку горизонтальной лроекціи прямой, по которой 

найдемъ вертикальную гіроекців ъ / . 
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Если прямая (ab, a ' b ' ) пересечетъ ось вращенія, по-

лошимъ, въ точкѣ ( ь , ь ! ) (черт .143) , то пострсеніе упроща

ется.. Точка пересечения прямей съ осью во все время вра-

щенія положенія своего не измѣнитъ, и потому для- построе-

нія :іоваго положенія прямой достаточно повернуть только 

одну ея точку ( а , а ' ) , и тогда сама прямая перейдетъ Б Ъ 

положеніе (ba, , b ' a j ) . Точно такъ же, если прямая парал

лельна оси вращенія, то для построенія ковагс положенія 

достаточно знать новое положеніе одной какой-нибудь ея 

точки ( а , а 1 ) (черт-. 144).- Для этого ивъ о радіусомъ оа 

описываема дугу; при радіусе оа въ сторону вращенія стро-

Черт-.143, Черт. 144. 

имъ уголъоС ,изъ точки а , опускаемъ перпендикуляръ на ху 

до встречи съ а*а ; . Прямая ( а , , а ;ь«) и есть искомое по-

ложеніе. Вращая прямую около оси, перпендикулярной къ ка

кой-либо плоскости проекцій, мы измѣняеыъ ея положеніе въ 

пространстве, не изменяя угла наклоненія къ той плоскости, 

И . Е. МИХАЛЕВСЩЙ. типо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРIЯ. Лисп, 9 й 
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къ которой перпендикулярна ось враженія; нздлоненіе же 

къ другой плоскости изменяется. 

ВРаЩШЕ ПЛОСКОСТИ. Плоскость вращают* обыкновен

но или около оси» перпендикулярной къ одной изъ плоско

стей проекцій, или около горизонтали плоскости,или около 

фронтали..Такъ какъ плоскость определяется или двумя пря

мыми - параллельными, или двумя пересекающимися прямыми 

и т . п . , то , следовательно, надо повернуть или две пересе

кающаяся прямыя или Д Е Ъ параллельныя и т . п . 

Положим*, надо повернуть плоскость ^ у З ^ (черт. 145) 

на уголъ oL около оси (с , о "о" ) , перпендикулярной къ г о -

Черт. 145. ризонталь-

ной плоско

сти проек-

дій.Обыкно

венно вра 

щаю тъ гори

зонтальный 

след* дан

ной плоско

сти (въ. на

шем* случае 

Ы-ß ) и прямую,ему параллельную, т . е . горизонталь. Постро-

еніе будетъ проще, если за горизонталь примем* ту прямую, 

которая проходит* черезъ точку встречи плоскости съ осью 

ьращенія (о , о 1 о" ) . . Для построенія такой горизонтали по-
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ступаем* так*: через* о проводим* оа паралл. ocj^ ; из* а 

возставляем* перпендикуляр* а а ' к* оси ху до встречи с* 

уз^гв* точке а ' , из* которой, проводим* а ' а ^ паралл. ху; 

прямая (оа , а ' а ^ ) принадлежит* плоскости оС/І^Е прохо

дит* черезъ горизонтальную проекцію о, точки встречи пло

скости с х і р ^ с * осью вращенія, следовательно это есть и с 

комая горизонталь. Ери враіеніи плоскости около оси, пер 

пендикулярной к* вертикальной плоскости, вращают* верти

кальный след* и фронталь плоскости. Чтооы повернуть гори

зонтальный слѣдъ oLj>> и горизонталь (оа, а ' а ^ ) , беренъ\ 

ближайшія къ оси точки d и о и, поступая по Е З Б Ѣ С Т Н О М У 

правилу, строимъ новое положеніе горизонтальнаго следа 

<=£,ß, и новое положеніе горизонтальной проекпДи горизон

тали ( о а ^ ) . Вертикальный следъ плоскости пройдет* черезъ 

точку у з , и черезъ-вертикальный следъ горизонтали ( г ^ а ^ ) , 

который мы легко постронмъ. Соединивъ а^ съуЗ , , построимъ; 

вертикальный' след* плоскости, такъ что новое положеніе ея 

будет* ^ß.y- Подобно этому вращается плоскость - около 

оси, перпендикулярной къ вертикальной плоскости.Нужно/за

метить, что при вращеяіи плоскости около сси, ; перпендику^ 

лярной к* какой-нибудь плоскости проекцій.наклоненіе ея 

к* этой плоскости ( т . е ; уголъ) не изменяется. 

Разсмотримъ; какъ строятся проекціи точек* и линій, 

лежащих* в* данной плоскости, когда она вращается около 

горизонтали или фронтали. Пусть требуется повернуть пло-

скость о^/Ъ^{черт. 146) охолс ея горизонтали А'В до по -
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Черт.146. ложен 1-я, -па-

раллельнаго 

горизонталь

ней плоскости 

проекцій, и 

построить про

екции точки М, 

принадлежащей 

плоскости oLjZ^ 

въ К О Б О І І Ъ - ея положены. -Ковда- плоскость при такомъ враще-

Е І Е прииетъ- полоѵкеніе, параллельное горизонтальной плоско

сти проекпій, то вертикальный сшдъ -ея совпадете съ верти

кальной- яроекці-еіі A'b* горизонтали, а горизонтальный слѣдъ 

oLjb удалится въ безконечность. -Точка M будетъ- перемещать-

ся въ плоскости,- перпендикулярной къ оси вращенія ЕА' -или 

къ oLß, -, цевтръ .вращенія - точка X. Плоскость -вращенія, б у 

дучи -перпендикулярна zboCß -, перпендикулярна и къ аЪ, а 

потому горизонтальный следъ- ея -pq перпендикуляренъ &ь; сле

довательно, -горизонтальная лроекц-ія данной точки 1і - ю бу

детъ лежать-на этомъ оледе и перемещаться по немъ. Когда 

плоскость oejz^ придетъ нъ горизонтальное положеніе, т о г 

да J , описавъ дугу радіусомъ МК, пер.емеотится въ 'M,, а ея 

горизонтальная проекція - m переместится въ m,, при чемъ 

km, = КМ, = КМ. Отсюда видно,- что для построенія новаго 

положенія горизонтальной проекціи данной точки достаточно 

построить радіусъ враженія и отложить его на горизонталь-
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номе слѣдѣ плоскости вращенія отъ горизонтальной проекціи 

к - центра вращенія К. Радіусъ вра і ен ія есть гипотенуза 

прямоугольнаго треугольника MKz, прямоугольнаго при z, 

одине катетъ котораго zK есть разстсяніе горизонтальней 

проекціи данной точки сте горизонтальной проекціи горизон

тали, а другой катетъ Mz показнваетъ превышеніе точки M 

надъ горизонталью, такъ какъ Mz = Mm - zm = Mm - Kk.. Вер

тикальная проекція данной точки будете лежать на верти-

кальномъ слѣдё повернутой плоскости. 

Рѣіимъ этотъ вопросе при совмѣщеніи плоскостей про-

екцій . Ноложиме, что данная плоскость есть ^уо^К" (чертежъ 

147), а т о ч к а - ( т , т ' ) ; требуется повернуть, плоскость с^уз^--

около горизонтали (БА, В'А') до положенія,параллёльнаго 

горизонтальной плоскости, и построить проекціи точки(ш,т ' ) 

въ ея новонъ положеніи. для построенія новаго положенія 

горизонтальной проекціи точки опускаемъ изъ ш перпендику

ляре на AB и строиме прямоугольный треугольнике М,Кт, 

одине катете котораго - шК - есть разстояніе горизонталь

ной проекціи течки оте горизонтальной проекціи горизонта

ли, а другой катете - M,m = m"z-^- выражаете превышеніе 

данной точки наде горизонталью, т . е . разность разстояній 

вертикальныхе проекцій m* и А*В' оте оси ху; гипотенуза 

КМ, этого треугольника будете .радіусоме вращенія разема-

триваемой точки, который мы и откладываемъ оте точки К по 

горизонтальному слѣду плоскости враш/енія pgr; полученная 

точка m, будете горизонтальной проекціей данной точки ве 
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Черт.147. ея новом* 

положеніи; 

вертикаль

ная проек-

ція будет* 

на i ' B ' - в * 

у . точке ш'( ; 

наиболѣе 

важное зна-

ченіе име

ет* гори

зонтальная 

проекція А ' 3 ' . 

Повернуть плоскость ^ у з ^ (черт . 148) около гори

зонтали (ab, а ' ь ' ) до положев-ія, параллельнаго горизон-

Черт.148 тальн.пло

скости и 

построить 

проекдіи 

прямой (cd, 

c ' d ' ) в * но-

. вомъ поло

жен і в пло

скости .Для 

этого заме

тим* точку 

( f , f ) , в* 
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которой данная прямая пересѣкаетъ ось вращенія (эти линіи, 

какъ лежащія ЕЪ одной плоскости, переоѣкаются). Такъ какъ 

точка ( f , f ' ) находится на оси врашенія, то она при враще-

ніи положенія своего не измѣнитъ, поэтому достаточно по

строить проекдіи какой-либо другой точки,.лежащей на этой 

прямол въ новомъ положеніи, чтобы получить новое положе

ние данной прямой. Пусть эта точка ( d , d ' ) ; построивъ по 

правилу ея новое положеніе (D,D') и соединивъ D съ f, по-

лучимъ горизонтальную проекцію данной прямой въ новомъ 

положеніи, вертикальная же проекпдя будетъ на a . 'V . 

ПРИМѢЧАНІЕ. Въ приведенных! выше построеніяхъ р а д і -

уеъ Еращенія можно откладывать по елѣду плоскости враще

ния, какъ въ ту, такъ и въ другую сторону отъ проекціи 

центра вращенія, смотря по тому, въ какую сторону враща

ется плоскость. 

Замѣтимъ, это при вращевіи. плоскости около горизрн-

іалн или около фровталн нѣтъ Еадобности знать ея слъдовъ 

Черт.149. 
( черт .149 ) ; пло

скость можетъ, 

быть дана и дру

гими условіям-н. 

Положишь, что, 

плоскость дана 

прямой ( a b , а ' Ь ' ) , 

параллельной, вер 

тикальной плеске-
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стн, и точкой ( с , с 1 ) . Требуется эту плоскость посредством* 

вращенія привести в* положеніе, параллельное вертикальной 

плоскости и найти новое положеніе какой-нибудь точки, леѵ 

жащей в* данной плоскости. Соединивъ с съ Ь и С съ Ь' , 

построим* прямую (be, b ' c ' ) , лежащую въ данной плоскости, 

а потому и точка ( f , f ) этой прямой лежит*, въ той же пло

скости- -При.вращеніи данной плоскости около фронтали (аЪ, 

а ' Ь 1 ) до положенія, параллельнаго вертикальной плоскости, 

горизонтальный след* ея совпадетъ съ ab , а вертикальный 

удалится въ безкенечнесть; чтобы найти новое положеніе 

точки ( f , f ) , строимъ ея радіусъ вра і ен ія Fk,который есть 

гипотенуза треугольника f ' k F , одинъ изъ катетов* котораго 

есть f ' k , а другой f Р • f f e ; отложив* длину kF на пря

мой f ' k от* точки к, получим* F; - вертикальную проекцію 

новаго положеяія точки; горизонтальную проекдію его най

дем* на прямой ab.- • 

Если ось вращенія, параллельная- одной из* плоскостей 

проекцій, будет* расположена въ одной из* плоскостей проек

ций, то рассмотренное враш,еніе плоскости обращается въ с о 

вмещение ея с* одной из* плоскостей проекцій. Таким* обра

зом*, совмещеніе плоскости съ плоскостями проекцій предста

вляет* частный случай вращенія плоскости около оси, парал

лельной одной из* них*. 

Въ раземотренных* нами случаях* вращенія положеніе 

оси и угол* поворота были данными, но в* приложеніях* этого 

метода к* реіенію задач* большею частью приходится спредѣ-
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лять и то и другое, сообразно-съ требованіями задачи,для 

рвшенія которой производится вращеніе. Приведем* несколь

ко примеров*. 

З А Д А- Ч А. Посредством* вращенія определить и с 

тинную длину отрезка (ab, a T b ' ) (черт . 150).. 

Черт. 150. :. Для .того,чтобы 

одна из* проекцій вы

ражала истинную длину 

отрѣзка ( a b , а г b ' ) , н е 

обходимо, чтобы она 

была ему параллельна, 

а для этого данный от

резок* надо повернуть 

до положенія, параллельнаго одной из* плоскостей проежцій. 

Повернем* его до положенія, параллельнаго вертикальной 

плоскости, Чтобы прямая могла стать в* положеніе,' парал

лельное вертикальной плоскости, необходимо, чтобы ось вра-

щенія была перпендикулярна к* горизонтальной плоскости.За 

ось враженія хотя можно принять произвольную прямую, удо

влетворяющую нашему условію,. но построеніе будет* проще, 

если ее принять проходящею через* одну из* точек* данной 

прямой. На нашем* чертежа ось вращенія проходит*, .через* 

точку ( b , b * ) данной прямой. Когда прямая ( a b , a*-b J ) , .вра- • 

щаясь, займет* искомое положеніе, то горизонтальная .ея.-.-

проекція примет* положеніе b a , , параллельное.-оси ху, а 

вертикальная - ь ' а ! . Так* как* прямая в* новом* положеніи: 
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параллельна вертикальной плоскости, то ъ ' а ) выразитъ ея 

натуральную величину. 

З А Д А Ч А , прямую (ab, a ' b 1 ) , параллельную в е р 

тикальной плоскости, посредством^ вращенія привести въ 

полсженіе, перпендикулярное къ горизонтальной плоскости 

проекцій ( ч е р т . 1 5 1 ) . 

Черт Л 5 1 . Для ръшенія задачи за 

ось врапенія необходимо взять 

прямую,- перпендикулярную къ 

вертикальной плоскости и про

ходящую черезъ точку ( b , b ' ) 

прямой (можно и произвольную). 

При вращеніи около оси ( o b , t f ) 

горизонтальная проекція дан

ной прямей будетъ уменьшаться 

и когда прямая займетъ искомое положеніе, она обратится 

въ точку, а вертикальная проекція - въ лерпендикуляръ жь 

оси ху, который найденъ, если въ точкѣ b T возставимъ пер-

пендикуляръ къ оси ху и и з ъ ' ь ' ошшемъ дугу радіусомъ b ' a 1 . 

З А Д А Ч А . Произвольную прямую (ab, а ' Ь ' ) п о с р е д -

ствомъ враженія привести въ положеніе, перпендикулярное " 

къ одной изъ плоскостей прсекцій. Повернемъ прямую до по-

ложенія, перпендикулярнаго къ горизонтальной плоскости 

нроекціи ( ч е р т . 1 5 2 ) . 

Для этого прямую придется повернуть около двухъ осей: 

1) около оси ( b , b ' b " ) , перпендикулярной къ горизонтальной 



Черт.152. плоскости, до по-

ложенія,параллель-

наго вертикальной 

плоскости, и 2) 

около оси, перпен

дикулярной къ в е р 

тикальной- плоско

сти, до искомаго 

положенія. Сдѣлав* 

по предыдущему 

первое построеніе, 

найдемъ, что прямая въ положеніи, параллельном* верти

кальной плоскости, будетъ (ba , , ь ' а , 1 ) . Для второго по 

строения возьмемъ произвольную ось ( с 0 с , с ) и пряную 

(Ьа, , ь ' а ' ) . врашеніем* около этой оси приведем* въ по-

доженіе, перпендикулярное горизонтальней плоскости,тог

да ближайшая тонка нашей прямой отъ оси вращенія при

дет* въ с , , а вертикальная проекція b'a' ( займет* положе-

ніе b ] ; горизонтальная же пр.оекція обратится в* точку 

З А Д А Ч А . . - Плоскость с ^ у з ^ " п о с р е д с т в о м в р а і е -

н ія привести въ положеніе, параллельное одной изъ плоско

стей проекдій, положимъ, горизонтальной. (черт .153) . 

Для рѣшенія задачи надо совершить два враще-вія: 1) 

около оси, перпендикулярной къ горизонтальной плоскости 

и 2) около оси, перпендикулярной къ вертикальной плоско-



сти, до искома-

го положения.Для 

перваго построе-

Е І Я -расположим* 

ось ( о ' о " ) въ 

вертикальной 

П Л О С К О С Т Е , тогда 

намъ придется 

повернуть только 

горизонтальный 

слѣдъ o i j b нашей 

плоскости до по -

лояенія <*-,jb, ' перпендикулярнаго къ оси проекцій, верти

кальный елѣд* J3<^T новаго положенія плоскости получится, 

е с л Е уЗ , соединим* с* точкой а ' , въ которой ось врашенія 

( о ' о " ) пересѣкаетъ ji-^r , -потому что-эта -точка , как* лежа

щая .на оси, положенія .своего не измѣнит*. Итак*,новое по

ложение нашей плоскости есть с < Д ^ ~ - Приведя плоскость 

oCß^r-m положеніе о^уЗ,^", перпендикулярное вертикальной 

плоскости, легко найти угол* ея наклоненія к* горизон

тальной плоскости проекнДй, петому что этот* угол* будет* 

равен* углу ^ß,J^> углу наклогенія вертикальваго с л е 

да у з ; ^ к * оси проекц.ій.- Сдѣлаем1. .второе поетроеніе. При

мем* .для этого за ось- вращенія прямую о ' , f ) , -перпен

дикулярную к* вертикальной плоскости, и -плоскостью, 

повервемъ до положенія,параллельнаго горизонтальной- пло-
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скости; для чего изъ f опускаем* перпендикуляр* н а - у з ^ и 

радіусомъ f r * описываем* окружность, к* которой касатель

ная ^ г у ^ / параллельная :ху, будетъ искомым* вертикальные* 

следом*, а горизонтальный удалится в* безконечность. 

Если нужно повернуть плоскость, данную не слѣдамн.а 

другими условіями, то вращают* или прямыя,-ее опредѣляю-

щія, или же прямыя, параллельныя следам* плоскости . • . 

Из* приведенных* .примеров* видно, что для приведенія 

линій или плоскостей въ положеніе, удовлетворяющее данным*-

условіякъ, приходится их* вращать последовательно: прежде 

около одной оси и потом* около другой. При ръженіи -более 

сложных* задач* является надобность в*-поворачиванів дан

ной системы около несколькихъ различных* осей. Такое вра-

щаніе имеетъ целью приведеніе данной системы, точекъ- въ 

наивыгоднейшее положеніе относительно плоскостей проекцій, 

т . е . въ такое положеніе, при котором* упрощается построе-

н іе , •служащее для определенія разлнчныхъ линій или углов*, 

ими образуемых* и т . д . Еыбор* относительная расположен!» 

осей вращенія, а также и направленіе вращенія зависят* 

отъ нашего произвола, но для того, чтобы эпвра была по 

возможности .разборчивее, удобопонятнее, положеніе осей и 

направленіе вращенія выбираются так*, чтобы.новыя проек-

ціи .не покрывали собою старых*, если только .размеры чер

тежа позволяют* это сделать, так* как* при соблюденіи 

этого условія эпюра .растягивается на большую площадь.Для 

того, чтобы общій размѣр* эпюры был* по возможности ыень-
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же не въ ущербъ ёя удобопонятности, новыя проекціи следу

ет* располагать возможно ближе къ отарымъ, а для этого до 

статочно оси вра і ен ія располагать возможно ближе къ враща-

емымъ тсчкамъ. Для упрощенія эпюры и сокращенія числа о т 

дельно поворачиваемых* точек*, оси в р а і е н і я слѣдуетъ про

водить черезъ данныя точки системы, такъ какъ въ этом* 

случаѣ он* остаются неподвижными. 

Если У С Л О Е І Я М И задачи не требуются полныя новыя про-

екдіи системы, то следует* ограничиваться показаніемъ на 

чертежѣ. только тех* лнній и точек*, которыя безусловно н е 

обходимы для решенія задачи. 

Для примера разсмотримъ решеніе следующей задачи .•пи

рамиду (Sabo, S ' a ' b ' o 1 ) посредством* вращенія привести въ 

такое положеніе относительно плоскостей проекп.ій, при к о 

тором* ея основаніе и высота проектировались бы въ нату

ральную величину (черт .154) , 

Если пирамиду приведем* въ такое положеніе, что ея. 

основаніе будетъ параллельно горизонтальной плоскости, а 

вследстЕІе этого 'высота- . - вертикальней плоскости, то новое 

положевіе пирамиды будетъ наивыгоднейшим* относительно 

плоскостей прсекцій в* смысле измѣряемо.сти основанія. и вы

соты. Пусть ( S , S ' ) - проекціи вершины, a (abc, а ' ь ' с ' ) -

основанія пирамиды. Высота измеряется по перпендикуляру, 

опущенному из* ..вершины (s ,S ' ) на основаніе (abc, a ' b ' c 1 ) . 

Для того, чтобы высота проектировалась на вертикальную 

плоскость въ натуральную величину, необходимо, чтобы она 



была па-

раллель-

на этой 

плоско--' 

сти, а 

в* этом* 

случаѣ 

основа-

Hie 

должно 

быть 

перпен

дикуляр

но к* 

этой 

плоско

сти. Та

ким* об-

разом* 

для измѣренія высоты пирамиды, достаточно привести ее в* 

положеніе, параллельное вертикальной плоскости, или о с -

нованіе перпендикулярное этой же плоскости. Для этого нуж

но, повернуть пирамиду около оси, перпендикулярной к* гори

зонтальной плоскости, на такой угол*,' чтобы какая-нибудь-

горизонталь (bf , b ' f ) основанія стала перпендикулярна к* 

вертикальной плоскости, или горизонтальная проекдія bf 
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перпендикулярна ху. Проведем* ось вращенія ( ь , о ' о " ) ч е 

рез* крайнюю точку ( b , b ' ) перпендикулярно горизонтальной 

плоскости и повернем* пирамиду на угол* f b f , , тогда гори

зонталь (bf , b ' f ) плоскости основанія примет* положеніе 

( f ö b , b ' ) и проекціи пирамиды Б * новом* положеніи будутъ 

(S 0 a 0 c 0 b , S* aj с„'b' ) , при чемъ вертикальная проекція о с -

нованія обратится въ прямую a^cjb' . Перпендикуляръ, опу

щенный изъ sJ на прямую а ' Ь ' с ^ , и будетъ служить мерою 

высоты пирамиды. 

Повернем* пирамиду второй разъ . 

.Ось враденія (о^о^, с^) проводим* через* крайнюю 

точку'-(c^cj ) . Угол* второго поворота определится из* того 

условія , чтобы вторая новая вертикальная проехція основ.а-

н ія стала параллельна оси ху. Строимъ новыя проекціи пи

рамиды -(S с b а . З ' с ' Ь ' а ' ) . Так* как* основаніе пирами-

ды во-втором* новом* ея положеніи параллельно горизонталь

ней плоскости, то ' с , ь а^ представляем* натуральную его 

величину, a SJk„ - натуральную величину высоты пирамиды. 

М Е Т О Д Ъ П Е Р Е Ііі Ъ Б Ы П Л О С К О С Т Е Й 

П Р О Е К Ц. I И. 

Задачи метода перемены плоскостей проекпДи в* общем*' 

состоят* въ следующем*: по данным* проекціямъ системы т о -

чекъ А, В, С . . . . . на плоскости проекдій Р и &. построить 

проекпДи той же системы точек* на новых* плоскостяхъ про

екпДи ? и Н, в* предположены совмещенія последних*' съ тою 



же плоскостью черте&а, съ какою совкъщенк и данныя плоско

сти проекцій Р и. Or. Построить проекціи данной системы А, 

В, 1 . . . . на новнзеь плоско'стяхъ прѳекцій V и H - значитъ п е 

рейти отъ старой системы-къ новой- НОЕЬ;Я плоскости проек

ций V : п отюсительно прежкихъ Р и 0. определяются слѣдами 

(черт. 155). Будем- обозначать слѣды плоскостей V и Е отно-

Черт.15Б 

сительно 0. и Р такъ: Еу, - горизонтальный слъдъ плоскости 

H, a - вертикальный; точно такъ же - горизонталь

ный слѣдъ плоскости V, а М% - вертикальный. Чтобы выпол

нить зтотъ переходъ, достаточно изъ каждой точки системы 

опустить перпендикуляры на. новыя плоскости прсекцік V и Н 

. И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. 
ИАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Т И П О - Л Л Т . Ю . В Е Н Е Р Ъ . Л Р Е В М В - О. ФАЛЬКТЬ. 
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и найти ихъ подошвы, которыя и будутъ искомыми проекциями 

данныхъ точекъ. Но такое построеніе было бы слишком* слож

но, и потому на практик! пользуются другимъ, болѣе про

стым* способомъ: последовательной перемѣной плоскостей 

проекцій. Сущность этого способа состоит* въ следующем*. 

Положимъ, отъ данныхъ плоскостей F и 0. (1) надо пе 

рейти къ V и H и построить на них* новыя проекціи системы 

точекъ. Тогда, оставляя горизонтальную плоскость нроекціи 

F неподвижною, занѣняемъ вертикальную GL - новою плоско

стью Q,, выбранною так*, чтобы она была перпендикулярна 

къ горизонтальному слѣду плоскости H, тогда понятно, 

что Сц будетъ перпендикулярна как* к* плоскости F, такъ и 

къ H и новая система плоскостей проекций будет*: (Q ( ,.Р) ...fe) 

при чем* осью проекпДй будет* х ,у ; . На этих*, плоскостях* 

горизонтальная•проекція системы точек* не изменится,а и з 

менится только вертикальная, которую мы строим* на новой 

вертикальной плоскости. Затем*, оставляя неподвижною но

вую вертикальную плоскость GL, , заменяем* прежнюю горизон

тальную Е через* H и получаем* еще новую систему плоско

стей (0.,, Н) (3) с* новой осью x Ä y ^ . В* этой системе 

плоскость H не будет* уже горизонтальною, но, несмотря на 

это, ее для удобства будем* называть горизонтальною. По

строив* по вертикальным* проекціямъ на плоскости GL, новыя 

горизонтальный, получим* проекпіи нашей системы точек* на 

новых* плоскостях* ( а , , Н). Наконец*, оставляя Н, переме

няем* 0.,'на V и получаем* искомыя проекціи системы точек* 



на Н О В Ы Х Ъ П Л О С К О С Т Я Х ! ( ѵ , Н ) . . . . . ( 4 ) съ новой осью х_у . 

Если бы мы прежде измѣнили горизонтальную плоскость Р на 

Р, , то выбрали бы ее такъ, чтобы Р, была перпендик. ѵ%, 

и тогда новая система плоскостей проекцій была бы 

(Р,. f Q) ( 2 ) . Еъ зтой системѣ измѣияемъ GL на ѵ такъ, 

что іховая система плоскостей будетъ (F, , ѵ) ( 3 ) , Пе

ременяя же F, на I , получимъ окончательную систему 

( Ѵ , Н ) . . . . . ( 4 ) . 

Хотя прйміненіе способа последовательной перемены 

плоскостей проекпій сопряжено съ построеніемъ лишней про 

екціи .на плоскостяхъ G L , И Р , , Н О тѣмъ не менъе способа 

этотъ оказывается Есе же-значительно проще непосредствен 

наго построенія псоекяій нэ V и Н, такъ какъ перехода от 

зеданія въ одной кза система плоскостей проекцій къ. дру 

гой, смежной съ нею, совершается, какъ мы увидимъ, очень 

иросто. 

Замѣна одной плоскости другою соответствуем пред

положена, что лучи зрвнія изменили свое н а п р а в л е Е і е или 

что течка зрѣнія изменила свое положеніе въ пространстве 

действительно, такъ кякъ лучи зрѣнія перпендикулярны къ 

каждой изъ плоскостей проекьДй, то понятно, что при п е 

ремене горизонтальной плоскость, или вертикальной, необ

ходимо должно измениться направление луча зренія , а с л е 

довательно и положеніе течки зрѣнія* 

Плоскостями Р,й или й г , Р , , или ѵ,Н пространство 

делится на новые углы, названіе которыхъ идетъ въ тома 
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же порядкѣ, как* и старых*, а именно: угол* между верх

нею полою плоскости Gl, и новою заднею полою Р называет

ся второю четвертью и т . д . Новая точка з р і н і я всегда р а с 

полагается въ первом* ноьом* углу. При .совмЗщеніи плоско

сти Q, с* Р, как* плоскостью чертежа, первую вращают* в* 

таком* наптавленін, чтобы верхняя ея пола покрывала но-

вузз заднюю полу Р. Чтобы на эпврѣ отличить новую перед

нюю полу плоскости Р и верхнюю вертикальную плоскость 0.,, 

будем* держаться слѣдующаго правила: ^если наблюдатель 

смотрит* по Л Е Е І Й ху от* X к* у, то по лѣвую сторону его 

будет* находиться совкѣщеніе верхней вертикальной и з а д 

ней горизонтальной плоскости, а по правую - нижней в е р - • 

тикальной Й передней горизонтальней;' или же с* той с т о 

роны оси проекцій, гд* находится передняя горизонтальная 

пола новой плоскость" проекцій, пишут* Р, a гдѣ верхняя 

вертикальная - 0.'*. 

При замѣнѣ плоскости Р плоскостью Р, , течка зртнія 

ввбирается впереди плоскости 0. над* плоскостью Р, . Е* 

этом* случаѣ плоскость Р, совмѣщают* с* Q, ках* плоско

стью чертежа, в* таком* направленіи, чтобы передняя пола 

плоскости Р / соЕпала с* нижнею полою плоскости &. Распо

лагая буквы г и у_ при концах* новей оси, согласно выра-

женному р а н ы е правилу, мы и в* этом* случаѣ внразим* на 

энюрѣ, гдѣ будет* передняя пола новой горизонтальной пло

скости в .верхняя пола вертикальной. 

Измѣненіе плоскостей проекцій производится с* ц£-
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лью наивыгоднѣйшаго ихъ положения относительно данной си

стемы точекъ, какъ въ смыод$ ихъ видимости, такъ и въ 

смысле измѣренія линін, углов* и т . п . , образуемых* этою 

системою точекъ. Если точки системы невидимы относительно 

данной систекы плоскостей, то, изменяя плоскости проехпін, 

можно притти къ такимъ, относительно которых* некоторый 

изъ точекъ сдѣлаются видимыми; такъ же, если проекціи у г 

ла не выражают* его величины, то можно одну из* плоско

стей изменить так*, чтобы она стала параллельна плоско

сти этого угла, тогда проекдія угла на эту плоскость вы

разит* натуральную величину угла. 

Разсмотрим*, каким* обрззомъ по данным* проекциям* 

точки на плоскостях* Р и Q. построить ея проѳкціи, когда 

одна из* плоскостей переменит* свое положеніе.ПустьСа.а ' ) 

проекціи точки на плоскостях* Р и Q. ( ч е р т . 1 5 6 ) . Переме

нил.:* вертикальную плоскость прсекпій 0- на Сц, так* чтобы 
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новая ось проекпій была х д , . ;іри совмеіенін плоскости & І 

съ Jr будемъ держаться вьшеизложеянаго правила: если наблю

датель смотритъ по линіи х,у, отъ х ; къ у, , то по лѣвую 

сторону его будетъ находиться совмещение верхней верти

кальной и задней горизонтальной плоскостей, а по правую -

нижней вертикальной и передней горизонтальной. Построимъ 

новыя проекціи точки ( а , а ' ) . Такъ какъ горизонтальная пло

скость проекпДй положенія своего не мъняетъ,то горизонталь

ная проекція а останется безъ измѣненія; вертикальная же 

будетъ лежать на перпендикуляре ак къ оси х,у ( по ту или 

другую ея сторону. Разстояніе данной точки А пространства 

отъ горизонтальной плоскости не изменится и равно разстоя -

нію а л - вертикальной проекціи точки отъ оси проекций.По-

смотрикъ, въ какую сторону отъ течки к на линіи ак надо 

откладывать ѳто разстоян іе . при первоначальном^ положеніи 

плоскостей проекцій вертикальная проекція а ' лежитъ выше 

оси ху, следовательно точка пространства лежитъ выше гори

зонтальной плоскости и при перемѣне вертикальной плоскости 

проекдій можетъ лежать или въ 1-ой или во I I -ой четвертяхъ. 

Горизонтальная проекція а лежитъ по лѣвую сторону наблю

дателя, смотрядаго по направленів отъ х , къ у, , следователь

но она лежитъ на задней горизонтальной плоскости, и точка 

пространства при новой вертикальной плоскости будетъ нахо

диться во второй четверти. Если точка пространства находит

ся во I I четверти, то обѣ ея проекціи расположатся,.при с о -

вмѣщеніи плоскостей, по одну сторону оси; горизонтальная 
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проекція а дана, следовательно разстояніе а'/г надо о т 

кладывать на перпендикуляре ак отъ точки к , въ сторону 

ка , до точки а,', которая и будетъ новой вертикальней про-

екціей точки пространства А. 

Разсмотримъ построеніе новнхъ проекціи точки(ь>ьО, 

которая при прежнемъ псложеніи плоскостей проекцій нахо

дилась во I I - о й четверти. Горизонтальная плоскость про-

екцій, а следовательно и горизонтальная проекція ~ь поло

ж е н а своихъ не измѣнятъ. Найдемъ вертикальную проекцію; 

она должна лежать на перпендикуляре Ы къ оси х, у, по т^ 

или другую ея еторону. Посмотриыъ, по какую сторону-х, у, 

будетъ новая вертикальная проёкпДя. при первоначальнсмъ 

положеніи плоскостей проекцій вертикальная проекдія V 

расположена выше х, у, , следовательно точка пространства 

лежитъ выше горизонтальной плоскости лроехпДи,а такъ какъ 

эта плоскость положенія своего не меняетъ, то при . новой 

вертикальной плоскости точка будетъ лежать выше горизон

тальной, т . е . въ 1-ой или во І І -ой четверти; горизонталь

ная проекція Ъ находится по правую сторону зрителя, смо

трящего по направленію отъ х , къ у, , следовательно она 

расположена на передней горизонтальной плоскости проекній 

и точка пространства будетъ лежать.при новой вертикальной 

плоскости въ 1-ой четверти и проекціи ея расположатся по 

разныя стороны оси х, у, . йтакъ, разстояніе точки простран

ства до горизонтальной плоскости, равное Ъ'ш, надо откла

дывать на перпендикуляре Ы отъ точки 1 въ сторону іь / ; 
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точка ЬѴ и будетъ искомой вертикальной проекціей при но

вом* положеніи вертикальной плоскости проекцій. 

Возьмем* точку ( с , с ' ) , лежащую при первоначал-ьоы* 

положеніи плоскостей проекцій Е Ъ І І І - е й четверти. Гори

зонтальная проекція с остается без* перемены; вертикаль

ная же расположатся на перпендикуляре, опущенном* из* 

точки с на гоьую ось проекция х, у, . Так* как* пои перво

начальном* положерік плоскостей точка пространства!с ,с ' )' 

лежит* в* I I I четверти, то послѣ переы*Бы вертикально 

плоскости она может* быть или в* І І І - е й И Л И Б * І Ѵ - Й чет 

верти; горизонтальная прозкція с расположена рправо от* 

О С Е і,у, , т . е . она лежвт* на передней горизонтальной ~ 

плоскости, следовательно точка пространства находится въ 

IV- четверти и сбѣ ея проекдіи расположатся по одну с т о 

рону оси X / у , . итак*, разстояніе го} = s c ' надо отклады

вать з * сторону гс». 

Возьмем* точку (d,d*) в* I ? четверти н построим* 

ея новую вертикальную проекцію. Горизонтальная проекщія 

остается без* измененія; опускаем* из* точки d перпенди

куляр* на ось х л у ( и откладываем* на нем* разстояніе td j = 

= vd' в* сторону противоположную t d , так* как* при новом* 

положеніи вертикальной плоскости, горизонтальная проек

ция d лежит* на задней горизонтальной плоскости и велед-

ств і е этого точка находятся Е * I I I четверти. 

Точно так* же производится пзрекѣна горизонтальной 

плоскости прсекдій, с* тек тс,~,ъжо разницей, что непо-



движныыи остаются вертикальный проокиіи точекъ. 

Рагсмотрнм* теперь пострсеніе новых* прсекціё пря

мой при перемене одной и з * плоскостей проекцін ( ч е р т . 1 5 7 ) . 

Черт.157. Пусть т р е 

буется по

строить но

вую горизон

тальную НрО-

екцію прямой 

(ab, а т Ь ' ) , 

если гори-

Еснтальная 

плоскость и з 

менит* свое положенае так*, что осью проекдій будет* пря

мая х ; у , . Для ясности чертежа переднюю полу новой горизон

тальной плоскости совмещают* с* нижней вертикальной пло

скостью в* таком* направленіи, чтобы новая горизонтальная 

яробкція не покрывала старой: на эпюре это выразится над

лежащими расположеніем* букв* х,у, по новой оси проекпій. 

Для поетроенія новых* проекцій отрезка (ab , a ' b 1 ) строим* 

.проекцій конечных* его точекъ, соединив* которыя,получим* 

искомый проекціи отрезка. Так* как* вертикальная плоскость 

остается без* И З М * Н З Н І І 7 , тс и вертикальная проекція о т р е з 

ка ( a r b ' ) останется б е з * нзмѣкекій; найдемъ горизонтальную 

его проекцію. Если мы Е З * точек* а' и Ь' опустим* перпен

дикуляры на ось X, у, »• то на них* будут* лежать новыя г о -



- 154 -

ризонтальныя проекціи точекъ ( а , а ' ) и ( b ? b ' ) . При преж

нем* положеніи горизонтальной плоскости точки ( а , а ' ) и 

( b , b O лежали въ первой четверти, т . е . впереди вертикаль

ной плоскости, следовательно при новой горизонтальной 

плоскости он* расположатся или въ 1-ой или въ іѵ-ой чет 

верти, но такъ какъ при новомъ положеніи оси х ,у , верти

кальный проекціи а.1 и Ъ* лежат*' на верхней вертикальной 

плоскости, то конечныя точки стрѣзка при новой горизон

тальной плоскости лежатъ въ 1-ой четверти и проекціи ихъ 

расположатся по обе стороны оси х,у, . йтакъ,отложивъ на 

перпендикуляре а ' к и ь ' Г о т ъ точекъ к и 1 разстоянія 

s.a. = и 1Ь( = ь ' 1 , получимъ новыя горизонтальн.про

екции а , и Ь, конечных* точекъ стрѣзка, соединив* кото-

рыя, получим* новую горизонтальную проекцію даннаго о т 

резка.. 

При перемтя* одной из* плоскостей нроекцій может* 

Черт.158. случиться, 

что новая ось 

проекцій бу

дет* перпен

дикулярна къ 

которой-ни

будь проек-

піи данной 

прямой, т о г -

да прямая будет* находиться в * профильной плоскости.Пусть 
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(черт.158) данная прямая есть (ab, a ' b ' ) ; перенѣняемъ вер

тикальную плоскость проекцій такъ, чтобы новая ось проек

ций была перпендикулярна ab. Построивши по правилу новую 

вертикальную проекпДю а)Ъ]; найдемъ, что она перпендику

лярна къ оси х ,у , . . йтакъ, обѣ проекціи прямой (ab, a)bj) 

перпендик. х,у, , следовательно эта прямая лежитъ въ про

фильной плоскости. 

При помощи метода перемѣны плоскостей проекціи мож

но построить слѣды прямой, лежащей въ профильной плоско

сти. Пусть (ab, a 'b ' ) (черт.159) - данная пряная,лежащая 

въ профиль

ной плоско

сти; требу

ется найти 

бя слѣды. 

Зам$Ені№ 

вертикаль

ную пло

скость про

екций такою, 

чтобы новая 

ось проекцій 

не была пер -

Черт.159. пендикулярна 

къ' горизонтальной проекціи данной прямой. Пусть новая ось 

проекцій есть х ,у ( , при чемъ буквы х , и у, располагаешь 
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такъ, чтобы новая вертикальная проекція не заслоняла 

прежней горизонтальной. Затѣмъ, по известному правилу, 

стюоима вертикальную проекцію отрезка а 'Ъ ' , . По проекці-

яма ab и а'.Ъ,1' строима горизонтальный следа с, который при 

перемена плоскости останется беза измененія ,така кака лз~ 

жита на горизонтальной плоскости проекцій, которая, непо

движна. Строима теперь вертикальный слада,для чего заме

чаема, что его горизонтальная проекція относительно преж-

яиха плоскостей проекцій есть t , т . е . лежита на оси про-

екд ій . По горизонтальной проекдіи і строима новую верти

кальную ѣ .тогда i>0t[ выразита разстояніе вертикальнаго 

слада ота осч яроекдій ху; отлоайва отразока tT = t o t J , 

получима точку 1' - И С К О М Ы Й вертикзлыгпй следа нагей пря

мей (ab, a ' b ' ) . 

Ісли мы одну изъ плоскостей проекдій заменима но

вой така, чтобы новая ось проекціи была параллельна к о 

торой-нибудь проекціи прямой, тс другая прсекція выразит1: 

натуральную величину отрѣзка. 

Пусть (ab, a ' b ' ) (черт. 160) - данная прямая-. Заме

ни ма в е р 

тикальную, 

плоскость 

такою пло

скостью, 

чтобы но

вая ось 
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прозкцій х,у, была параллельна горизонтальной проекпіи ab. 

Построив! по правилу новую вертикальную проекцію a j b j , по-

лучиыъ прямую (qb, а)ь\), вертикальная проекція которой 

(a jb [ ) выражаете натуральную длину даннаго отрѣзка. 

Теперь разсмотримъ ностроеніе слшдовъ данной плоско

сти, если одна изъ плоскостей -проекиДй будетъ замѣнена но 

вою (черт .161 ) . Пусть otjà <у - слѣды данной плоскости при 

плоскостях!• проекдій Р и Q.. Замѣнимъ вертикальную плоскость 

й новою а , такъ, что новая ось прсекцій будетъ х у , при 

чемъ буквы хл и yz указывают!, съ какой стороны новой оси 

находится ссвмѣщекіе верхней Н О Е О Й вег/тикБльной плоскости 

съ передней горизонтальной. Для пес роенія СЛЪЕОБЪ разеуж-

даекъ слѣ-

дуюжимъ 

образомъ: 

горизон

тальная 

плоскость 

Р остает 

ся безъ 

изнѣненій, 

следова

тельно Черт .161 . 

прямая оСув> будетъ служить горизонтальным! слѣдокъ данной 

плоскости и при новой вертикальной плоскости.Байдемъ в е р 

тикальный слѣдъ. Т о ч к а j b { - пересѣченія горизонтальнаго 
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следа съ осью проекцін - лежитъ на данной плоскости и на 

оси проекцій, следовательно она принадлежит* новому в е р 

тикальному следу, и потому, если построим* еще другую 

точку, принадлежащую тому же вертикальному слѣду, т о , с о 

единив* их* прямой, получим* искомый вертикальный следъ-

За вторую точку вертикальнаго следа возьмем* точку пере-

сѣченія данной плоскости с* линіей сѣченія старой и но

вой вертикальных* плоскостей проекцій. При совмѣщенін 

плоскостей, на старой вертикальной плоскости, эта точка 

лежит* в* точкѣ о ' - пересѣченія вертикальнаго слѣда 

съ перпендикуляром*, возстановленным* изъ точки пересѣче-

н ія старой и новой осей къ оси проекдіи ху» На новой в е р -

ткиальной плоскости эта точка будетъ лежать на перпендику

ляре, возстановленномъ изъ о къ х^у на разстояніи о о / , 

равном* оо' отъ оси х^у^, йтакъ, мы нашли две точки ß>( и 

о / , принадлежащія новому вертикальному слъду; если мы с о 

единим* ихъ, то получимъ новый вертикальный следъуЗ , • 

При этом* надо заметить, что часть oC,ß, горизонтальнаго 

следа плоскости при прежнихъ плссксстяхъ проекцій была н е 

видима, при новой же вертикальной плоскости проекцій она 

ла впереди вертикальной П Л О С К О С Т И И потому была видима -

теперь будетъ находиться позади новой вертикальной плоско

сти ютому будетъ невидима. 

Если вертикальный следъ данной плоскости съ перпен

дикуляром*, возстановленннмъ изъ точки пересечѳнія осей 

стала видима, тогда какъ часть °^/2>, > которая раньше лежа-
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къ старой оси проекці і , въ пределахъ чертежа не пересека

ются, то построевіе несколько видоизменяется. Тогда за 

вторую точку новаго вертикальнаго следа беремъ точку встре

чи горизонтали данной плоскости съ новой вертикальной пло

скостью проекцій. Пусть ^J^^~ следы плоскости (чер.162) 

при системе 

плоскостей 

Р и 0.: т р е 

буется по

строить с л е 

ды той же 

влоскости 

при плоско

стях* Р и 

0.,, т . е . в е 

ли будетъ 

изменена 

вертикальная плоскость проекціи. Такъ какъ горизонтальная 

плоскость положения своего не изменяетъ. То горизонтальный 

следъ при новой системе будетъoCß>, . Найдемъ вертикаль

ный следъ. Очевидно, вертикальный еледъ будетъ проходить 

черезъ точку ß>, - пересеченія горизонтальнаго следа съ 

новой осью х,у, . Для поотроенія другой точки, принадлежа

щей новому вертикальному слъду, проводимъ въ данной пло

скости какую-нибудь горизонталь ( а с , а ' с ' ) и находимъ 

точку встречи ея съ новой зертикальнсй плоскостью проек-
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ц ій . Горизонтальная проекція ея.должна ломать во-первых* 

на горизонтальной проекдіи горизонтали ас , так* пак* с а 

ма точка лежит* на этой горизонтали, а во-вторых* на но

вей О С Е проекцій. х,,у, , так* как* точка эта лежит* на но

вой вертикальной плоскости. Итак*, проекдія лежит* ЕЪ 

точкѣ перееъченія горизонтальной проекции горизонтали в 

новой оси проекцій. По горизонтальной проекдіи с нахо

дим*- вертикальною с ' (при прежней вертикальной плоскости). 

Найдя проекиіи ( с , с 1 ') при первоначальной вертикальной 

плоскости, мы по правилу строим* проекцізо с J этой точки 

на новую вертикальную плоскость. Для этого мы от* точки 

с в* сторону са откладываем* р а з с ю я н і е ce? = с ' t . Точ

ка с/ будет* второй точкой, принадлежащей вертикальному 

слѣду данной плоскости при новой вертикальной плоскости 

проекдій, и петому, проведя черезъß>, и с / прямую,мы по

лучим* новый вертикальный сл*д* • 

При этом* часть горизонтальнаго слідаß>J2>, » бьіЕшая 

раньше видимой, теперь станет* невидима. 

Если бі: мы изменили горизонтальную плоскость проек- : 

І І Д Й , то построеніе было бы прежнее, с* тою только разни

цею, что во втором* случаѣ надо проводить фронталь данной 

плоскости. 

Разсмотрик* теперь приложеніе метода перемѣнн пло

скостей' проекдіи к* рѣшенію задач*. 

З А Д А Ч А . Даны проекціи треугольной пирамиды от

носительно данных* плоскостей проекдій Р и CL; требуется 
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Черт. 163, *ь 

\ 

изменить плоскости проекцій такъ, чтобы оснсваніе пираичды 

проектировалось на .одну плоскость, а высота - на другую въ 

натуральную величину (черт .163) . 

Пусть (abc, а ' Ъ ' с ' ) - проекціи основанія пирамиды, а 

( 3 , 3 ' ) - вертины на плоскостях* проекцій F и Ci. Заыѣняеи-ь 

вертикальную плоскость Q. такою плоскостью 0.,, чтобы она, бу

дучи перпендикулярна къ F, была параллельна выеотѣ пирами

ды, т . е . переходим* къ новой системѣ плоскостей проекцій Р 

и ü, . Пусть высота нашей пирамиды .есть £ТГ; а, основаніе -АБС, 

И. Е. МИХАЛЕВСКВЙ. типо-лит. ю. В Е Я Е Р Ъ П Р Е Е И Н . О. ФАЛБКТ.. 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Лнстъ tf-ii 
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тогда CL, параллельна SK, a SK перпендикулярна A B C , поэтому 

О., перпендикулярна A B C . Итака, ва новой системѣ плоскостей 

проекдіы плоскость G L , _ L A B C . при этомъ условіи высота пи

рамиды будетъ проектироваться на плоскость Q . , въ натураль

ную величину, а о с н о в а н і е пирамиды въ видѣ прямой. Такъ 

какт. новая вертикальная плоскость GL, перпендикулярна гори

зонтальной плоскости Р и плоскости основанія пирамиды, то 

она будетъ перпендикулярна и къ линіи пха п е р е с ѣ ч е н і я , т , е . 

горизонтальному слѣду плоскости о с н о в а н а пирамиды, поэтому, 

найдя горизонтальный слѣда плоскости ссі-еванія пирамиды, и 

прнвзд.-: къ нему перпендикулярную плоскость, кожема разсма- ' 

тривать ее какъ плоскость Q,. Но такъ какъ горизонтальный 

слѣ.дъ плоскости осноЕанjя пнракздя мо^еч-а и не П С 2 . І Ѣ С Т Й Т - Ь С Я 

въ прелѣлахъ чертежа, то беремъ какую-нибудь горизонталь 

плоскости основанія пирамиды и проводима къ ней перпенди

кулярную плоскость, йтакъ, чтобы найти новую ось проекдій, 

проводима черезъ какую-нибудь точку ( а , а ' ) основанія гори

зонталь (ad, a ' d ' ) плоскости основанія пирамиды и затѣмъ 

проводима новую ось х, у, перпекдикул. ad. (Буквы х , и . у, 

располагаются въ такома порядка, чтобы новая вертикальная 

проекція не заслоняла прежней горизонтальной.) Построива 

ссь X, у, , строима по правилу новую вертикальную проекпДю 

пирамиды. При этома, если построеніе сделано вѣрно,то в е р -

тияальныя проекціи треха точекъ основанія должны получить

ся -на одной прямой ъ / а ] с ' . Если при такомъ положеніи вер 

тикальной проекдіи иза Еерпшнн пирамиды s; опустймъ пер-
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пендикуляр* на прямую ъ | aj с),. то длина его s 'k выразит* 

натуральную величину высоты. "Чтобы удовлетворить другому 

условію, относящемуся къ измѣренію основанія пирамиды,.за-

мѣняемъ данную горизонтальную плоскость Р новою такъ, 

чтобы она была параллельна основанию, а следовательно пер

пендикулярна вертикальной плоскости проекцій. Для.упрошд-

нія построенія, за новую горизонтальную плоскость примемъ 

плоскость основанія пирамиды; тогда новая ось проекціз бу

детъ х^у . Затем* строимъ по правилу иовую горизонтальную 

проекцію пирамиды и получаемъ а,Ъ, с, - натуральную высоту» 

основанія. (Въ этомъ случаѣ плоскость проекцій Р • не .6 у.-

детъ горизонтальною.) 

О П А Р А Л Л Е Л Ь Н О С Т И П Л О С К О С Т Е Й . 

Параллельность плоскостей выражается С Л Е Д У Ю Щ Е М * - у с -

ловіемъ: если плоскости параллельны, то одноименные слѣды-

ихъ также параллельны- Пусть плоскость ос.-з ( черт. 164) 

параллельна плоскости pqr, тогда следы и х ъ с ^ з и Р Ч » ^ / 3 ^ 

и qr соответственно параллельны, такъ какъ две параллель

ная плоскости пересекаются въ третьей ю линіямъ параллель

ным*. Обратно, если одноименные следы данных* плоскостей 

параллельны, то и плоскости, ими определяемый, также па

раллельны. Пусть с л е . Д ' Ь ^ з параллеленъ рд и у З ^ г парал

лелен* qr, тогда с ^ / з ^ параллельна pgr, на основании т е о 

ремы: и если две пересѣхающіяся прямыя-, лежажДя въ одной 

плоскости, соответственно параллельны двум* пересекающимся 
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Черт.164, прямым*,лежа

щим* в* дру

гой плоскости, 

то и плоскости 

параллельны". 

у Обратная т е о 

рема будет* 

не всегда спра

ведлива; виг, 

справедлива 

только в* том* случаѣ, ксгда слѣ.ды плоскостей наклонены к* 

оси ху; если же они параллельны ху, то обратная теорема нэ 

имѣет* м* от а, потому что въ этом* случаѣ и ъераеЪкаЩіяпя 

плоскости йиѣют* слѣды, параллельные ху. Во всяком* случаѣ 

мы всегда можем* узнать, параллельны ли данныя плоскости 

ocjïyS' и prsq (черт . 165) . Для этого замінимъ вертикаль-

Черт. 165. ную плоскость 

0. на 0., такъ, 

чтобы она с т а 

ла профильною 

плоскостью; 

тогда новая 

ось -X, у, бу

дет* перпенди

кулярна к* ху 

Если новые• вертикальные слѣды аа„ и Ььв окажутся п а р а л -
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дельными, то даннкя плоскости параллельны, въ прот.нвном* 

случаѣ онѣ пересекаются. 

З А Д А Ч А. Черезъ данную точку ( с , с ' ) провести 

плоскость, параллельную данной плоскости (черт. 166). 

Для ре-

иенія задачи 

проводим* ч е - -

резъ точку 

( с , с ' ) прямую 

( d o . d ' c ' ) , па 

раллельную г о 

ризонтальному 

слѣ/іУо£/з дан

ной плоскости; 

вертикальная, проекція C d ' такой пряной параллельна сси ху, 

а горизонтальная de - параллельна осуз, . Построенная прямая 

будетъ лежать въ искомой•плоскости и потому вертикальный 

следъ ея (d,d*) будетъ лежать на вертикальном* следе иско

мой плоскости; проведя через* d' параллель получим* 

вертикальный след* qr, а проведя черезъ q параллель о ^ / З , 

получимъ горизонтальный слѣдъ искомой плоскости. 

Эту задачу можно решить иначе ( ч е р т . 1 6 7 ) . Для этого 

на данной плоскости с*^з^-~ берем* какую-нибудь прямую(аЪ, 

а 'ъ ' ' ' ) и через* данную точку ( с , с ' ) проведем* ей параллель

ную прямую (de, d ' e 1 ) , которая будет* принадлежать искомой 

плоскости, и потому слъды ея будут* лежать на следах* этой 



Черт.167. -г плоскости. 

Проведя . ч е 

резъ точки 

d и е* парал

лели слздамъ 

данной пло

скости, полу-

чимъ слѣды 

искомой пло

скости pgr, 

которые при върномъ построеніи пересѣкутся съ осью ху въ 

данной точкѣ. 

Положимъ еще, что плоскость дана двумя параллельны

ми прямыми (аЪ, a ' V ) Ii (od, c ' d ' ) (черт . 168); требуется 

Чеют.168 черезъ 

т-очку(п,п-* ) 

провести 

плоскость, 

ей парал

лельную, 

не находя 

слѣдовъ 

П Л О С К О С Т И . 

Для э т о 

го черезъ 

данную точку ( п , п ' ) проводить двѣ' прямыя, соответственно 
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параллельный прямымъ, лежащим* в* данной плоскости, тогда 

плоскость, ими определяемая, и будетъ искомого. Мы черезъ 

точку ( п , п ' ) провели прямую (пр, п ' р ' ) паралл. ( ас , а ' с ' ) 

и прямую U n , m 'n 1 ) паралл. (ab, а ' Ъ ' ) ; плоскость (шпр, 

m^n'p') будетъ искомой. 

. О П Е Р Е С Ѣ Ч Е Н І И П ' Л О С К О С Т Е й . 

Плоскости, о^/з^г- и pgr (черт . 169) даны слѣдами; тре 

буется построить проекціи линій ихъ сѣченія . Для этого най-

. т . демъ какія-ниб. Черт.169. г ч

 м - • 

две общія о^ѣ-

имъ плоскостям* 

точки; т а к и м 

точками будутъ 

служить точки 

встречи сле 

дов*, т . е. точ

ки а и ъ*, а 

потому и линія 

сеченія должна проходить черезъ эти точки. Построивъ про

екции Ъ' и а' этихъ точек* и соединивъ V съ а' и Ъ съ а, 

получимъ 'искомыя проекдіи линіи съченія . Какое бы положен 

ніе данныя .плоскости ни имели, всегда можно построить про-

екціи .лндіи ихъ пересеченія . 

Возьмем* плоскости oCßjTи pqr (черт .170) так*, что 

часть <^/в^- лежит* въ. I четверти, а часть pqr :- во второй, 



и по-
о 

строимъ 

линію 

ихъ с ѣ -

ч е н і я . ' 

Продол

жав мъ 

верти

кальный 

слѣдъ у З ^ Д о встречи съ продолженіемъ вертикальнаго с л е 

да qr ВЪ ТОЧКе Ъ' И ГорИЗОНТаЛЬНЫЙ pq > ДО ВСТреЧИ СЪсхуз 

въ точкѣ а . По вертикальной проекціи V вертикальнаго с л е 

д а линіи свченія находимъ е г о горизонтальную проекцію ъ , 

'соединивъ которую съ а, пслучимъ горизонтальную проекцдю 

л п н і ч с ѣ ч е н і я ; соединивъ же а ' с ъ . Ъ ' , получимъ е я в е р т и 

кальную проекд ію, которая будетъ лежать на нижней в е р т и 

кальной плоскости проекцій и потону будетъ невидима. 

Положимъ, eure требуется найти проекпди линіи сѣче-
2/ 

Черт.171 нія плоско

стей, горизон

тальные следы 

которыхъ. .па

раллельны, а 

вертикальные 

не параллель

ны, какъ у цло-
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скостей и pqr (черт .171) . 

Точка Сь ,Ъ ' ) , т . е . точка пересеченія вертикальных* 

следов* плоскостей, будетъ принадлежать линіи сѣченія пло

скостей - линіи, которая будетъ параллельнаot/z и pq, 

какъ прямыя сѣченія плоскостей, проходящих* черезъ парал

лельный прямыя oLß> и pq. Поэтому, проведя черезъ Ъ прямую 

be, па pa л ле ль ную<*/з или pq:, получимъ горизонтальную про-

екдію линіи сѣченія данныхъ плоскостей, а проведя черезъ 

Ь' прямую ь ' с ' , параллельную оси ху, получимъ 'вертикальную 

проекцію. (Эта прямая сѣченія будетъ общей горизонталью 

данныхъ плоскостей.) 

S А Д А Ч А. Построить линію .съченія плоскости с у з ^ -

съ осевой плоскостью, определяемой течкой ( а , а ' ) ( ч е р т . 1 7 2 ) . 

^д&ъ какъ 
Черт.172 

вторая пло

скость прохо-

дитъ черезъ 

ось, то она 

содержитъ точ

к у у з , следо

вательно у 

насъ- есть уже 

одна- общая точ

ка, принадлежащая обеимъ плоскостямъ. Для построения другой 

точки проводим* вспомогательную плоскость, которой вообще 

можно давать какое угодно положение; мы проведемъ ее черезъ 
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точку ( а , а ' ) параллельно горизонтальной плоскости проек-

цій; вертикальный слѣдъ ея pq пройдетъ черезъ точку а' и 

будетъ параллеленъ ху. Найдемъ с і ч е н і е этой плоскости съ 

каждой изъ данныхъ плоскостей. Съченіе съ o d / з ^ д а с т ъ 

прямую, параллельную ouß, и проходящую черезъ т о ч к у ( Ъ , Ѵ ) ; 

горизонтальная проекція этой прямой Ъс параллельнаoLß , 

а вертикальная совпадетъ съ pq. Построимъ сѣченіе вспомо

гательной плоскости со второй изъ данныхъ плоскостей.Такъ 

какъ эти плоскости параллельны ху,- то и линія ихъ съченія 

параллельна ху; но эти плоскости имѣютъ общую точку(а , а 1 ) , 

а петому лияія ихъ сѣченія прекдетъ черезъ эту точку па

раллельно ху; горизонтальная прсекдія этой лнніи есть ed, 

а вертикальная совпадетъ съ pq. Построенный П Р Я М Ы Я пере

секутся въ точке ( f , f ) » которая принадлежитъ линіи сѣче-

н ія двухъ данныхъ плоскостей, и потому, соединнвъß> съ f 

и V , получимъ проекдіи {ß>ltßV) искомаго с і ч е н і я . 

З А Д А Ч А . Построить проекціи линіи сѣченія дан

ныхъ плоскостей оС/3>^ и Р ^ Ч ' слъды которыхъ съ осью про

екции ху пересекаются въ одной точке ( ч е р т . 1 7 3 ) . 

Изъ расположенія данныхъ плоскостей видно, что оне 

имеютъ общую точку jh , а потому эта точка принадлежитъ ли-

ніи ихъ сечен ія . Для построенія другой точки, принадлежа

щей искомой прямой, изменимъ вертикальную плоскость проек

ций 0. на О., такимъ образомъ, чтобы н ш а я ось х^у стала 

перпендикулярна къ ху; тогда вертикальные слѣды данныхъ 

плоскостей изменятся и на новой вертикальней плоскости вы-
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Черт.173. разятся 

прямыми cD 

и аВ, при 

чемъ ѢВ = 

= t V > а 

tD =-• t d ' . 

Новые в е р 

тикальные 

слъды п е 

ресекаются 

а* точке 0. 

которая будэтъ принадлежать линіи сечеиіл данных* плоско

стей . . Горк?.онт-алькая ггесекпДя точки 0 есть о, а проектиру

ющая Ос определит* разстояніе точки 0 до горизонтальной 

плоскости; отложив* длину ѣо' = оО, получим* о ' "- верти

кальную проекцію точки 0 относительно данной системы пло

скости проекдій. Соединяя у з с* о и о ' , найдем* прое.кдіи 

{jho,ß> о ' ) линіи сеченія данных* плоскостей. 

З А Д А Ч А . Построить проекціи линіи сеченія пло

скостей и pqrs, параллельных* оси ху (черт. 174). 

Из* геометріи известно, что пересекающіяся плоскости, 

будучи параллельны какой-нибудь прямой, дают* линію сече -

н ія , - параллельную этой прямей." Изъ этого вытекает*, что 

.линія сеченія данных* плоскостей параллельна ху, и потому 

для построенія ея проекдій достаточно найти на каждой изъ 

них* по одной точке;, чтобы получить эти точки, йзменимъ 
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Черт.174. і Х а горизонталь

ную пло

скость Р на 

Р, такъ, что 

бы новая ось 

V ХА ст.ала 

перпендику

лярна къ ху. 

Построивъ 

слѣды на но

вой плоско

сти, получимъ прямыя d'c и Ь'А, пересѣченіе которнхъ дгсстъ 

точку Б - принадлежащую линіи сѣченіл. ймѣя точку Er легко 

построить проекпДи е и е» этой точки относительно данныхъ 

плоскостей, а проведя черезъ нихъ прямыя he и h 'e ' парал

лельно ху, построимъ проекдіи искомой линіи съченія дан

ныхъ плоскостей. 

З А Д А Ч А . Построить линіи сѣченія плоскостей oCß.j' 

noL^^f, сліды котѳрыхъ не пересекаются въ предѣлахъ ч е р 

тежа ( ч е р т . 1 7 5 ) . • 

Чтобы получить точку; принадлежащую искомой прямой, . 

проведемъ вспомогательную плоскость pq, параллельную гори

зонтальной плоскости проекцій, и найдемъ сеченіе ея съ каж

дой изъ данныхъ плоскостей. СІченіе ея съ плоскостью о^/з^~ 

дастъ прямую (bf , b ' f ) , 'параллельнуюocß> ; сѣченіе съ пло

скостью о < : ^ ^//-дастъ прямую (df, d ' i ' ) , параллельную . 



Точка встрѣчи построенных* горизонтальные* проекцій, т . е . 

точка £ будетъ принадлежать горизонтальной .проекціи искомой 

прямой. По горизонтальной проекціи f находим* .вертикальную -

f . Подобнымъ образом* кожно построить еще одну точку(п ,в ' ) , 

принадлежащую искомой прямой. Для этого проводим*.новую вер

тикальную плоскость r s , параллельную вертикальной .плоскости 

проекпій. Построив* лкніи сѣченія этой плоскости с* данными 

плоскостями, получим* прямыя, пересѣченіе которых* даст* 

точку ( п , п ' ) - Соединив* полученныя точки ( п , п * ) и ( f , f ) , 

найдем* проекціи ( n f , n ' f ) искомаго с і ч е н і я . . 

' З А Д А Ч А . Построить проекціи сѣченія двух* пло

скостей, из* которых* каждая дана двумя параллельными пря--
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ыыыи (черт .176) . 

Половим*, что даны плоскости: одна двумя параллельны

ми прямыми (ab, a ' b ' ) a (od , c ' d ' ) , а другая - ( e i ' , e ' f ) 

и (gh, g 'h ' ) . 

Для рѣшенія задачи проведем* вспомогательную пло

скость, параллельную, положим*, горизонтальной плоскости 

лроекцій; ея вертикальный слѣдъ будет* АЕ. Найдем* точки 

встречи данных* прямых* с* этой плоскостью. Прямая(аЪ,а*Ь') 

встречает* эту плоскость въ точке ( у , у ' ) , при чем* верти

кальная ея .проекдія у ' лежит* на вертикальном* слѣдѣ пло

скости AB, а горизонтальная прсекція у - на горизонталь

ной проекдіи ab. Прямая ( cd , c ' d ' ) пересекает* плоскость 

AB в* точкѣ ( х , х ' ) . Так* se найдем* точку встречи прямой 

(gh, g ' h ' ) с* плоскостью AB, т . е . течку ( ѣ , і ' ) « и прямой 
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(et, e ' f ) - точку ( , z , z ' ) . Соединив^ точки(х,х') съ ( у , у ' ) и 

( . t , t ' ) съ ( z , z ' ) , получимъ прямую (ху, х ' у ' ) , лежащую въ 

первой плоскости, и прямую ( t z , t ' z ' ) , лежащую во Еторой 

плоскости. Точка ( к , к ' ) пересѣченія этихъ прямыхъ принад-

лежитъ обѣимъ плоскостямъ и слъдозательно принадлежитъ ли-

нін ихъ сѣченія . такимъ же образомъ можно отыскать другую 

точку искомой прямой, проведя плоскость параллельно верти

кальной или горизонтальной плоскости проекцій, соединивъ 

которую съ точкой ( k , k ' ) , получимъ проекціи искомой линіи 

сѣченія . 

П E F В О H I H I S П Р Я М О Й С Ъ 

П Л О С К О С Т Ь Ю . 

Положим'?, ру*:по построить точку в с т р о й іряусй *.В: 

.•лежащей въ пространства, съ плоскостью R (черт. 177); для 

этого черезъ пвямую AB Ейсводааъ тізкѵіо-зхбулі плоскость H 

Черт.177. и строимъ ея сѣченіо 

съ плоскостью R, т.е. 

прямую ии. Точка встре

чи прямой CD и данной 

прямой AB, т . е точка 

О - и будетъ искомой 

точкой. Зто - общій 

пріемъ построенія точ

ки встрѣчи прямой съ 

плоскостью. Если бы оказалось, что AB паралл. CD, то AB бы-
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ла бы параллельна плоскости R и потому не пересекла бы е е , . 

или, какъ говорятъ, пересекла бы вг: безконечности. Парал

лельность АБ и CD служитъ признакомъ параллельности прямой 

Л Й Н І И съ плоскостью. 

Рішимъ этотъ вопросъ въ проекціяхъ. Пусть проекдіи 

данной прямой будутъ (ab, а ' Ь ' ) , a следы плоскости -otfaj-

( ч е р т . 1 7 8 ) . Для построенія искомой точки встрѣчи,проведемъ 

черезъ данную прямую вспомогательную плоскость, соответ

ствующую H въ предыдущем* случаѣ. Для этого строимъ следы 

прямой (аЪ, а ' Ь ' ) , т . е . точки Е и Р, и соединяемъ ихъ съ 

произвольной точкой q, взятой на оси проекпДя; тогда пря

мыя pq и qr будут* служить следами плоскости, проходящей 

черезъ данную прямую. Строим* линію сѣченія ( d o , d ' с 1 ) э т о й 

плоскости съ данной C^/3,J^ • Еинія (do, d ' c 1 ) соотзѣтотву-



- 177 -

етъ линіи CD на чертеже-177. Пересѣченіе..полученной пря

мой съ данной определяете точку ( о , о 1 ) , которая и будетъ 

искомой. Опредѣливъ эту точку, мы можемъ сказать , что 

часть данной линіи, заключенная между точками ( а , а ' ) и 

( о , о ' ) , находится надъ п л о с к о с т ь ю ^ J à y * a продолженіе 

ея ..- подъ той же плоскостью. Если построеніе- верно,, то 

проекпДи точки ( о , о 1 ) расположатся на одномъ перпендику

ляре къ оси ху-

Въ- разсмотрѣнномъ примере построенія точки встречи 

прямой съ плоскостью мы черезъ. данную прямую проводили про-

извольную плоскость, но построеніе будетъ проще, если про-

ведемъ одну изъ проектирующихъ плоскостей нашей прямой.По

ложим*, что для построения точки встречи прямой (ab .a 'V ' ; 

съ плоскостью ^ у з ^ (черт. 178) мы за вспомогательную плб-' 

Черт. 179 скость при

няли верти

кально- про

ектирующую 

плоскость 

pqr данной 

прямой. По

строив* с е 

чен і е плоско

стей oCfè^r 

и pqr, получимъ прямую (de, d ' q ) . Точка встречи ея съ дан

ной прямой, т . е . точка ( о . о 1 ) будетъ искомой. 
ЙГЕ. МИХАЛЕВСЩЙ. 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. 
Т И П О - Л И Т . Ю. В Ё Я Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. ФЛЛЬКЪ. 

Листъ 12-й 



З А Д A 4 A, 

Построить точку 

встрѣчй прямой,' 

перпендикуляр

ной' къ горизон

тальной плоско

сти проекцій.съ 

ПЛОСКОСТЬЮ cxLß'y 

(черт . 180)." Для 

нахожденія иско

мой точки черезъ 

данную .прямую ( a , a' b'-) проводимъ плоскость pqr параллель

но otß> и яаходимъ ея сѣченіе съ плоскостью oiß^-', т . е. 

строимъ прямую (dp, d ' c ' ) . Точка встръчи этой прямой съ 

данной, т . е . точка (а , о ' ) - искомая.. 

3 А Д А Ч А. . Построить точку встречи прямой, лежа

щей въ профильной плоскости, съ данной плоскостью oLß^r 

.(черт. 181). 

При рѣщеніи этой задачи будемъ поступать по общему 

правилу, т . е . черезъ данную прямую ( а Ъ , а ' Ь г ) проведемъ 

вспомогательную плоскость, въ данномъ случаѣ профильную,и 

построимъ- сѣченіе ея съ плоскостью с<р>.^~ Линія сѣченія 

пройдетъ черезъ точки с и q ' . Чтобы определишь сеченіе по

строенной прямой съ данной, совмѣстикъ юрофилщую плоскость 

съ одной изъ плоскостей прсекдій, положимъ'. съ горизонталь

ной, и дайдемъ совмѣщеніе AB данной прямой и совм-іщеніе od -
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Черт .181 . диніи сѣченія . 

Паресеченіе ихъ, 

т . е . точка Е- -

есть искомая точ

ка, . НО 'ТОЛЬКО въ 

совмѣщеніи на г о 

ризонтальной пло

скости. По со:-

вмѣіенію точки I 

находимъ ея про-

екціи (е,е '-), .-ко

торая и опредѣ-

лятъ искомою 

точку. 

З А Д А Ч А. По

строить точку встречи прямой (od.. c d ' ) съ осевой плоскостью, 

определяемой точкой- (а, а ' ) ( черт .182) . 

Для ръМенія задачи провсдимъ горизонтально-проектиру

ющую плоскость pqr данной прямой "и Еаходимъ сзченіе ея съ 

данной плоскостью. Точка q, принадлежащая той и другой пло

скости, принадлежим линіи ихъ съченія ; для отысканія дру

гой точки, принадлежащей линіи сѣченія, проводимъ черезъ 

точку ( а , а ' ) 'вспомогательную плоскость s tv , -параллельную 

плоскости pqr; т , к . . плоскости pqr и s tv параллельна, тс ' и-

линіи ихъ сѣченія съ осевой плоскостью будутъ параллельны; 



Черт.132, 

но с і ч е н і е 

плоскости stv 

съ осевого есть 

прямая(at , a 1 1 ) , 

поэтому, про

ведя черезъ q 

прямую qn ' па 

раллельно t a ' , 

найдемъ сѣче-

ніе плоскости 

pqr съ осевою, которая есть (qn, q n ' ) ; пересѣченіе постро

енной прямой съ данной, т . е . точка ( п , п ! ) есть искомая. 

Построить течку вотрѣчк прямей (ab, а ' ь ' ) С - І плоско

стью oLß^T (черт , 182). 

Черт .183 . 
Изъ расположения 

данныхъ видно,что пря

мая (ab, а ' ь ' ) парал

лельна oLß , П О Э Т О М У 

она.параллельна и пло

скости oeß-^ и следо

вательно ее не пересе

кает*. 

3 А ДА Ч А. Построить точку встречи прякой(са ,о 1 d ' ) 

съ плоскостью, определяемой двумя параллельными прямыми, не 

находя слѣдовъ плоскости ( ч е р т . 1 8 4 ) . 

Для рѣкенія задачи проводим* черезъ прямую ( c d , c ' d ' ) 



- 181 •-

горизонтально-про

ектирующую пло

скость pqr, кото

рая пересѣчет-ь 

прямыя ( а , а 1 ) и 

Cb,b ' ) въ точках* 

(т,гл' ) и (п,п' ) ; 

следовательно пря

мая, соединяющая 

пострсенныя точки, 

т . е . (mn, га'п'), 

есть ЛЙНІЯ сѣченія плоскостей: данной и pqr. Прямыя(od,о'd') 

и (ran, m'n') лей&тъ въ горизонтально-проектирующей плоскости 

прямой ( а , а ' ) ; следовательно онѣ могутъ пересекаться и точ

ка ихъ пересѣченія будетъ искомой точкой ( о , о 1 ) . 

Построеніе тѣни отъ матеріальной- точки (и,m') на пло

скости четыреугольника (abcd, а ' Ъ ' с ' а ' ) ( ч е р т .185). 

Для псстроенія искомой тъни проводимъ черезъ данную 

точку, (m,га') прямую (шМ, ш'М') параллельно направленію сол-

нечнаго луча (R,R') и каходимъ течку (М,М') ея встречи съ 

плоскостью даннаго четыреугольника; зта последняя и будетъ 

искомой тенью. 

Если бы оказалось, что-прямая (шМ, ш'М 1) параллельна 

прямой ( f s , f ' z ' ) . . по которой плоскость, горизонтально •про

ектирующая лучъ (mM, ш'М'), пересекаете плоскость -даЕнаго-

четыреугольника, то проведенный лучъ - { ш К » « g * Щ • . . ѵ . б ы 

Черт.184. 



фигуры бывает* освещена только въ томъ случаѣ, когда лучи 

света ее пересѣкаіотъ. 

При построеніи тѣни отъ плоскихъ фигуръ,строятъ т е 

ни отъ ихъ вершин* и полученныя точки, -если онѣ принадле

жат* одной плоскости проекцій, соединяют* прямыми линіямк, 

.который и ограничат* падающую тень нд каждой из* плоско

стей, проекцій от* плоскостей фигуры. 

. .Чтобы задаться проекциями плоской фигуры, необходимо 

прибегнуть к* одному из* разсмотренных* нами методов*, но 

можно поступить .и так'*: взять,., например*, горизонтальную 

проекцію фигуры произвольно, а на вертикальной плоскости 

проекцій'произвольно взять/только проекціи трех* последо

вательных* вершин* .и по. ЭТИМ* данным*, найти вертикальный 

проекціи остальных* вершин*..'Так*, чтобы задаться--, проек

циями шестиугольника,.' берем* за горизонтальную проекцію 

•паралле-

ЛЙНЪ пло

скости это

го четырех

угольника, 

и поэтому 

ПОСЛІДНІЙ 

находился 

бы въ т е 

ки .Вообще 

плоскость 
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Черт.186. 

проекцію d* , соответствующую горизонтальной проекдіи d,про

водим* діагонали а ' с ' , ас и bd и точку h пегесѣченія ас и 

M проектируем* в* h ' , которую соединяем* съ V , и прямую 

Ъ'h• продолжаемъ, на которой DO горизонтальной прсекціи d 

находим* вертикальную d. r. Подобно этому построим* верти

кальный проекціи остальных* вершин*. 

З А Д А Ч А . Построить тѣнь от* многоугольника, л е 

жат аг о в* профильной плоскости (черт .187) . 

Пусть этот* многоугольник* (правильный шестиуголь

ник* ABCDEF) дан* в*, совмещенном* положен.іи с* вертикаль

ною плоскостью. Его проекции выразятся отрезками a 'd ' и Ъе, 

a проекціи его вершин*'- точками , . ( а , . а ' ) , (ь ,Ь ' . )г ( с , с ' ) и 

т . д . Для построенія тени шестиугольника .будем*, отроить -те

ни его сторон*, а для построенія этих*-последних* - тѣни 

произволь

ный много-

.угольник* 

abcdeï ( чер 

теж* 186) и 

а ' , Ъ'и с 1 -

за вертикаль

ный проекціи 

трех* его 

вершин*.Что

бы найти 

вертикальную 
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Черт.187, 

ота вершина шестиугольника. По изложен-ннма выше правилам* 

мы строима точки А', В ' , С , D ' , Е* и f - падающія тани 

вершина шестиугольника. Тѣнью стороны (ab, a 'b ' ) будета 

прямая А ' В ' , стороны (be, b ' c ' ) - прямая В ' С , перпендику

лярная къ оси, така кака (be, b ' c ' ) перпендикулярна ка г о 

ризонтальной плоскости. Для построенія тѣни ота стороны 

(cd, c ' d ' ) , лежащей на обѣиха плоскостяха проекцій,строима 

сначала тѣнъ ота стороны [at, a ' f * ) , параллельной ( e d , c ' d ' ) . 

Эта тань есть прямая F 1 А ' . Така кака тѣни ста параллельныхъ 

пряинха на одной и той же- плоскости параллельны между собою, 

то, ' 'проведя черезъ С прямую, параллельную A ' F 1 , получка 
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направденіе C'g тѣни отъ стороны (cd, c ' d 1 ) на вертикальной 

плоскости; соединивъ точки g и D ' , найдемъ тѣнь отъ той же 

линіи на горизонтальной плоскости. Тѣнь прямой ( d e , d ' e ' ) е с т ь 

прямая D ' В ' . Линія (ef , e ' f ) перпендикулярна къ горизонталь

ней плоскости, поэтому ея тѣнь на вертикальной плоскости пер

пендикулярна къ оси, а на горизонтальной ' - параллельна гори

зонтальной проекціи луча, полученный многоугольник* -

D'g С'В'А'Р'Н'Е* - выразитъ т інь , падающую отъ даннаго много

угольника на плоскостях* проекцій. 

З А Д А Ч А . Построить тѣнь OTÏ прямоугольника (ab, 

a'a"b"b') на двухь пвресъ;?айзцихся плсскостяхъ э ^ / З ^ - и овЗі 

(черт. 188). Черт. .188. 

перпен

дикулярна горизонтальной плоскости, а равно и пересѣкащіяся 

Для 

просто

ты П О 

Л О Ж И М ! , 

Ч Т О 

пло

скость 

прямо

уголь

ника 

(ab, 

a ' a W ) 
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плоскости o ^ ^ B . ö ^ t Ä перпендикулярны той же плоскости 

проекцій. 

Для построения искомой- тени-проводим* через* вершины 

прямоугольника прямыя, параллельно направлен!» солнечнаго 

луна, и находим* соответственно точки их* встречи с* плоско

стями oLß^- и oiSs , через* что получаем* точки А 0 , А,, В, 

и' В0 - тени ѳшъ вершин* ( а > а ' ) , (а^а"). , (b,b") и (.b,b' ) . . 

Чтобы получить тени от* горизонтальных* сторон* прямо

угольника- на-.каждой из* данных* плоскостей, мы через* ребро 

{ос, осаос, ) проведем* плоскость параллельно направленію сол-

нечнаго луча-и найдем*- прямую ( с , с ' с " ) , по которой она пе

ресекает* плоскость даннаго прямоугольника; тогда тень отъ 

•этой последней будетъ ( С 0С, ) ; соединивъ А, съ С ( , А о съ С 0 , 

получимъ прямыя А, С, и А„С0 - т*ни отъ горизонтальныхъ с т о 

рон* прямоугольника на плоскости otßj' соединяя же С, . съ 

В, и С„ съ В„, полулимъ -прямыя С, В ( и С 0 В 0 :- тъни отъ тех* 

же сторонъ на плоскости oceFs , 

О П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н О С Т И П Р Я М О Й 

С ъ п л о с к о с т ь ю . 

Условіе перпендикулярности линіи с* плоскостью выража

ется следующей теоремой: „если прямая перпендикулярна к* пло

скости, то ея проекціи перпендикулярны къ соответствующим* 

следам* плоскости". Дано, что прямая -AB (черт . 189) перпенди

кулярна к* °^ß>^ ; доказать , что ея горизонтальная ироекція 

ab перпендикулярна к ъ о ^ з , а вертикальная - a'b' перпенди-



кулярна р>^'- Для. д о 

казательства заметим*, 

I T C горизонтально-про

ектирующая плоскость 

АаЬВ перпендикулярна, 

къ Р и в* то же время 

перпендикулярна, къ. 

данной. плоскости-счі /З^, 

потому .что она прохо

дите черезъ линію, перпендикулярную къ этой плоскости;- но 

изъ геометріи -известно, что если плоскость, перпендикулярна 

двум* пересекающимся плоскостямъ, то она перпендикулярна .и. 

къ линіи ихъ. пересѣченія, т . е . АаЪВ перпендикулярна к ъ о с д , 

следовательнооуз- перпендикул. аЪ. Подобныме же образоме 

доказывается, что а 'Ъ 1 перпендикул.уЗ^" . 

Обратно: „если проекціи прямой перпендикулярны к е - с о 

ответственным* следам* плоскости, то и прямая, лежащая ве 

пространстве, будете перпендикулярна ке этой плоскости".Да

но, что аЪ перпендикул. осуъ и. а-'Ь' п е р п е н д и к у л . ^ и - ; д о 

казать , что AB перпендикулярна къосузр^. Для этого через* 

проекціи прямой проведем* проектирующая плоскости аАВЪ и 

а'АВЪ'. Каждая из* этих* плоскостей перпендикулярна къс<у2д^ 

на оснозаніи следующей теоремы: „если две плоскости (напри

мер* Р- и aABb) -перпендикулярна и линія (<*Jh), лежащая в* 

одной и з ъ н и х ъ , перпендикулярна, линіи их* сѣ.чёнія (ab), то 

она будетъ перпендикулярна к* другой плоскости". .Таким*..об*-



- 188 -

разомъ (черт . 189)-- аіЕЪ перпендикул. оСрь , а а'АВЬ' перпен

д и к у л . у З ^ " , а потому аАВЬ перпендикулярна <^/Ъ^ и â'-^BV 

перпендикулярна с ^ з ^ к - . Отсюда слѣдуетъ, что линія сѣченія 

плоскостей - AB перпендикулярна о^/З^*--.-Относительно обрат

ной теор-емы замѣтимъ, что она справедлива тогда, когда пло

скость £</2>^ пересъкаетъ ось ху, если же плоскость парал

лельна оси ху, то, хотя проекдіи прямой будутъ перпендику

лярны слѣдамъ плоскости, но прямая, .ими определяемая,можетъ 

быть и не перпендикулярна къ данной плоскости. 

Положимъ, что дана плоскость oLß^S > параллельная 

оси ху (черт .190) , и прямая (ab, a ' b ' ) , лежащая въ профиль

ной плоскости и потому перпендикулярная къ ху; ( въ этомъ 

Черт.190. 
случаѣ прямая может* 

быть и не перпендику

лярна къ плоскости 

oCJi^S-, чтобы изслѣ-

довать это, проведемъ 

черезъ прямуй (аЪ,а'Ь') 

профильную плоскость 

и найдемъ ея сѣченіе 

съ данной плоскостью; 

далѣе совмъстимъ про

фильную плоскость съ 

горизонтальной и най

демъ совмѣщеніе oD линіи сѣченія и совмѣценіе AB - данной 

прямой; если окажется, что AB перпендикулярна cD, то прямая 
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(ab, a ' b ' ) перпендикулярна къ , въ противномъ случаѣ 

наклонна къ oijbj-S 

3 А Д А Ч 'А. Изъ данной точки ( а , а ' ) опустить перпен

дикуляр* на плоскость ^ßjjT и найти его длину (черт. 191). 

Изъ услов.ія пер

пендикулярности линіи .къ 

плоскости следует*, что 

проекціи искомаго пер

пендикуляра должны.быть 

перпендикулярны к ъ . с о о т 

ветствующим* слѣдам* пло

скости; позтому,.если из* 

а ' опустим* перпендику

ляр* н а у З ^ и из* а на 

oiß> , то получим* проекціи.искомаго перпендикуляра. Для т о 

го, чтобы измерить-'длину перпендикуляра, m должны найти его 

подошву, или точку 1 встречи съ плоскостью oLß^. Сделав* по-

строеніе для определенія этой точки ( с , с ' ) , мы найдем*, что 

(ас , а ' с ' ) суть про'екціи искомаго перпендикуляра. Чтобы.най

ти его длину, повернем* прямую ( а с , а ' с ' ) около оси, перпен

дикулярной къ горизонтальной плоскости и проходящей через* 

точку ( а , а ' ) , до положения, параллельнаго вертикальной пло

скости; прямая a 'cj будетъ искомой длиной. 

Эту задачу можно, решить, несколько иначе.,, применяя ме-

тодъ совмещенія. Пусть с х у з ^ (черт . 192) - данная плоскость., 

(а, а ' ) - данная точка. Из* этой'точки опустим* перпендикуляр* 



- 190 

Черт. 192. на- плоскость 

этого и з ъ ' т о 

чекъ а и а' 

опускаемъ 

перпендику

ляры .на' с о 

вмещенные 

слѣды дан

ной плоско

сти. Затѣмъ 

чорезъ про

веденную пря

мую (ас , а 1 о ' ) врсводимъ плоскость горизонтально-проектирую

щую н совмйстнмъ еэ съ горизонтальною плоскостью проекдій.Тог

да линія DE выразитъ совмѣщенное положение линіи сѣченія лло-

скостей суЗ>^ и РЧ1*' а ~ совмещение данной точки (а. а ' ) . 

ОпустиЕЪ изъ.А перпенд.йкуляръ на DE, получимъ совмещенное гіо-

локевіе искомаго перпендикуляра, по которому най-демъ его про-

екдіи (ао, а 1 о' ) . 

Посмотримъ, ..какъ опустить перпендикуляръ на плоскость, 

данную не следами, а другими условіями. Пусть плоскость дана, 

параллельными прямыми (ab, a ' b 1 ) и ( c d , c ' d ' ) (черт .193)^тре

буется изъ точки ( f , f ) опустить перпендикуляръ на эту пло

скость, не находя ея СЛѢДОЕЪ. МЫ знаемъ, что если прямая пер

пендикулярна къ ПЛОСКОСТИ, ТО ея проекдіи перпендикулярны къ 
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Черт.193 ооотвѣт-

ственвыыъ 

следамъ 

плоскости. 

Но такъ какъ 

слъды не да

ны, то по

стройка т а -

к і я прямыя, 

. К С Т О Р К Я з а 

менили бы 

.слъдь: пло

скости. Такими прямыми будутъ горизонталь и фронталь данной 

плоскости. Построивъ.по известному правилу горизонталь (рЬ, 

р ' Ь / ) и фронталь (ms, m's ' ) данной плоскости и опустивъ изъ-

ï перпендикуляръ fe на ph, а изъ f --перпендикуляръ f ' e 1 на 

m's-', найдемъ проекція искомаго перпендикуляра. ' Для нахоаде-

н ія длины перпендикуляра нужно поступить согласно указаніямъ, 

сдѣланнымъ въ текстахъ чертежей 184 и 191.. 

З А Д А Ч А . Черезъ данную течку ( с , с ' ) провести пло

скость, перпендикулярную данной прямой (аЪ, а ' Ъ ' ) ( ч е р т . 1 9 4 ) . 

Для решенія задачи проведемъ вспомогательную плоскость, 

перпендикулярную къ данной прямой, для чего на оси береыъ про

извольную точку q и опускаемъ ЙЗЪ нея перпендикуляры на, про

екции данной прямой, черезъ что получаема плоскость pqr, пер

пендикулярную прямой (ab, a ' V ) . Затѣма, по известному уже 
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Черт.194. правилу, 

черезъ 

данную 

точку 

( с , с ' ) 

проводимъ 

искомую 

плоскость 

параллель

ную пло

скости pqr. 

гѣкимъ ту se задачу, полагая, что данная прямая нахо

дится профильной плоскости (черт -195) . искомая плоскость, 

Черт.19£ какъ перпендикулярная 

къ данной прямой, бу

детъ параллельна оси 

проекцій. Поэтому для 

построенія СЛѢДОЕЪ 

искомой плоскости до

статочно построить на 

НИХЪ ПО ОДНОЙ ТОЧК'В. 

Для полученія зтихъ 

•точекъ проводимъ че 

резъ данную точку 

(с , с ' ) прямую (c f , c ' f ) параллельно ОСИ ху и находимъ точ-
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кт встречи- ея- ( f , - f ) съ пгафильной плоскостью pqr, въ кото

рой находится данная прямая (ab, a ' b ' ) ; изъ точки ( f , f ) 

опустимъ перпендикуляръ на данную прямую (ab, a ' b ' ) ; кото

рый будетъ принадлежать искомой плоскости, а потому следы 

его будутъ лежать на слѣдахъ плоскости. Построимъ этотъ 

перпендикуляръ: для этого плоскость pqr совмѣстимъ съ г о 

ризонтальной плоскостью проекдій и построимъ совмещенное 

положеніе AB данной прямой и.F - совмещенное положение точ

ки ( f , f ) • Изъ F опускаемъ перпендикуляръ FR на AB, который 

будетъ совмѣщеннымъ положеніемъ перпендикуляра, -опуденяаго 

изъ ( f , f • ) на (ab, a ' b ' ) . Находимъ слѣдз этого пер-вендмку-

•ляра, для чего плоскость pqr приводима въ первоначальное 

положенз6. Точки 3 и Е' будутъ НОКОМУМН слѣдамн; проведя 

черезъ К и R' параллели оси, получимъ следы с*/з и p^S и с -

• комой плоскости. 

П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н О С Т Ь Л И Н I 1. 

Перпендикулярность линій, лежащихъ въ пространстве ,во

обще говоря, проекдіями не можетъ быть выражена, исключая 

некоторыхъ частныхъ случаевъ положенія прямыхъ. Для этого 

докажемъ, что прямой уголъ не всегда сохраняетъ свою вели

чину въ проекдіяхъ. Чтобы это доказать, возьмемъ въ про

странстве прямой уголъ и построимъ его проекдію. Пусть R 

(черт.196) будетъ одной изъ плоскостей проекдій, а AB -пря

мая, лежащая въ пространстве; Ab - ея проекдія на плоскости . 

R. На прямой AB возьмемъ точку С; ея 'проекд ія будетъ с.Если 

И. Е. МИХАЛЕВСКШ. типо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е И Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Листъіэ-й 
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Черт.196. через* точку О 

проведем* пло

скость Ыу%^ ., 

перпендикулярную 

к* АЕ, .то .след* 

ея о ^ / з на .пло

скости R будетъ 

перпендикулярен* 

проекдіи .Ab. Вся

кая прямая,, проведенная .на этой плоскости через* точку С, 

будет* перпендикулярна к* .AB, .таким* .образом* .прямыя:. СН, 

CD, СЕ, CK. . . . перпендикулярны .к* .AB, .а потому углы: BCF, 

BCD, ВСЕ-, ECK... - прямые. Проекдія .угла ВСЯ .внрлспсл - Т Е 

М О Й сН, т . е . ирсекіш і.сяксгс угла равна 0; проеіа-ія Li>-i.:c-

го угла BCD есть угол* HcD, Н О этот* угол* - острый,потому 

.что.й* треугольнике HcD угол* .cHD .- прямой,так* как* след* • 

.^/ЗГ'перпендикулярен* к* Ль проекціи АЕ, по предыдущему. 

Если .CI .параллѳл.с^/3 а следовательно и плоскости В, то 

проекція прямого угла ЕСЕ выразится прямым* углом* Есе, по

тому нто се перпендикул. Аъ. Проекдія угла ВСЕ есть т у 

пой угол* Иск, что очевидно. Такимъ образом* зидимъ, что. 

проекція прямого угла монет* быть равна 0, быть острым*,ту-

пымъ и прямым* углами: это значит*, что прямой угол* не с о 

храняет* своей величькЕ в* прсекціях*, и потоьу. если пря

мыя, лежащіЯ'В* пространств!, перпендикулярны, то ихъ про

екции могут* быть и не перпендикулярны. Rs* B C . Î X * пряг/ых* 
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углов* заметим* тот*, у котораго одна сторона параллельна 

разсмэтриваемсй плоскости проекдій, петому что он* на эту 

плоскость .проектируется прямым* углом*. На нашем* чертеж* 

такси угол* есть ЕСЕ. Таким* образом* прямей угол* сохра

няет* свою величину в* .цроекціи только тогда, когда одна 

изъ сторон* его' параллельна разематриваемой плоскости 

проекдій. 

3 А Д А Ч А. Из* данной течки С на прямую. АЕ спу

стить перпендикуляр*. 

Такъ как* прямой уголъ не сохраняет* своей величины 

вгг пг-оекціяхс, тс эта. задач? не пезет* быть г£«іСЕа ррове-

деніемъ перпендикуляроЕъ изъ ту-сещШ данной точки К"> пі>с-

е^Дцуъ данной чуя^-с». Д,;:я -^'"енія этой задачи моанс упо

требить три способа: 1) через* данную точку С и прямую АБ 

провести плоскость (черт.197) и в* этой плоскости изъ дан

ной точки опустить перпендикуляръ на АБ; 2) черезъ данную 

точку С (черт.198) провести плоскость R, перпендикулярную 

Черт.197. Черт.198. къ дан

ной пря

мой АЕ, 

и точку 

встречи 

О пло

скости К 

съ АЕ соединить с* данной точкой С; GO будетъ искомымъ 

перпендикуляром*; S) черезъ прямую АБ (черт.199) провести 
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произвольную плоскость R н на нее 

изъ даішой точки С опустить, пер

пендикуляр* Ск, а потомъ изъ к 

опустить перпендикуляр* на AB и-

полученную точку о соединить съ С; 

Со будетъ искомым* перпендикуля

ром*, что вытекает* из* теоремы: 

„линія, лежащая на плоскости и 

перпендикулярная .к* проекціи .наклонной, перпендикулярна и 

к* .самой наклонной". Если .в* последнем* случаі вместо про

извольной плоскости провести одну цзъ проектирующих* пло

скостей, то иостроеніе значительно упрощается. 

Ръяиы* эту задачу ПО ПЕРВОМУ СПОСОБУ, полагая, чтс 

( с , с ' ) - данная точка, е. (ab, a ' b ' ) - данная прямая. (чер

теж* 200. Для этого через* прямую (ab, а ' Ъ ' ) и точку 

Черт.200. 

( с , с 1 ) проведемъ плоскость и въ этой плоскости оиустиыъ 

перпендйкуляръ .изъ 

точки ( с , С ) на 

(ab, а ' Ь ' ) - Чтобы 

выполнить зто по-

строеніе ,плоскость , 

определяемую пря

мыми (ab,. a ' V ) и 

(be, Ъ'.с1 ) , • совмѣ-

стимъ съ горизон

тальною плоскостью 



или, что .проще, вращеніем* около какой-нибудь горизонтали 

(a f , V f ' ) приведем* ее в* положеніе., параллельное гори

зонтальной плоскости проекціи, .и найдемъ новое положение, 

.какъ .прямой (аЪ, а'Ъ'.)., такъ и точки ( с , с ) ; для этого, 

изъ > опускаем* перпендикуляр* Ъо на ось рращенія af .и 

из* .Ъ возставляем* перпендикуляръ ЪВ0 = Ь Ч ; радіусъ в'ра-

ш,енія о В 0 откладываем* на прямой ob 0 т ъ точки о, и полу

ченную точку В соединяем* с* точками а и і , хстсрыя .при 

врэденіи положенія не изменяют*; аВ будет* новым* положе-

ніемъ прямой (ab, а ' Ь 1 ) , a ßf - прямой (bf, b ' f ) , на к о 

торой лежит* течка ( с , с 1 ) , а потеку новое положеніе точки, 

( с , с ' ) ле^кт* на Bf; чтобы найти его , из* с опускаем* пер

пендикуляр* на ось нращенія.в продолжаем*.его. до встречи, 

с* Bf в* течк* С, которая и есть норое положевіе точки-

( с , с ' ) . Таким* образом* аВ и -С лежат* в* одной плоскости, 

и если из* С опустим* перпендикуляръ СЕ на Bs, то -GÈ бу

дет* натуральной .величиной .искомаго .перпендикуляра; .чтобы, 

найти его проекціи, .изъ.Е опускаем* .перпендикуляр* .на .aï; 

на этом* перпендикуляр! .(.как* ,на-.слѣд* .плоскости вращенія) 

будет* лежать, горизонтальная .проекпія .точки Ё, которая в* 

то же время лежит*.на ab, следовательно точка .встречи е 

будет* горизонтальней проекціей подошвы перпендикуляра,.опу-

щенпаго из* ( с , С . ) на (ab, а ' Ь ' ) . По горизонтальной проек-

.'пди найдем* вертикальную е*. Прямая (се , с ' . е ' ) - искомый 

•перпендикуляр*. 

ВТОРОЙ СПОСОБА рѣшенія задачи •состоит* в * том*, чт-с 
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Черт. 201 
через* данную точ

ку ( с , с ' ) ( ч е р . 2 0 1 ) 

проводят* плосксст 

с ^ / З ^ " перпендику

лярно къ данной 

прямой и находят* 

точку встрѣчи(о ,о ' 

этой плоскости съ 

данной .прямой; эта 

точка ( о , о 1 ) и бу

детъ подошвой и с -

комагс перпендику

ляра. Если тсчю о 

соединимъ съ с, а о' съ с ' , то получим* проекдіи (ос, о ' с ' 

искомаго перпендикуляра. 

ТРЕТIS СПОСОЕЪ .рѣшенія задачи. Спустим* перпендику

ляр* из* данной течки ( е е 1 ) на прямую (ab, a ' b ' ) . левдую 

в* профильной плоскости. ' Для. этого на ЩХ&ЪЛЬ'ЫХ- плоскость 

pqr изъ ( с , с ' ) опустим* перпендикуляръ (c f , c ' f ) и изъ по

дошвы его ( f , f ) опустим* перпендикуляр* на данную прямую 

(аЪ, a ' b ' ) . STO построеніе исполним* на совмѣщенном* поло

ж е н а плоскости pqr съ горизонтальной плоскостью проекцій. 

Сдѣлавши это совмѣденіе, найдем*, что F выражает* созмъще-

ніе точки ( f , f ' ) , а AB:- совкѣщеиіе данной прямой ( ч е р . 2 0 2 ) 

Опустив* изъ F пеупенд-р* на AB, найдем* точку H - совмѣ-

^еніе подошвы искомаго перпендикуляра; по совмѣшенію течки 



Е находимъ ея проек-

,діи ( h , h ! ) v ; ооеди-

НИБЪ с съ il и с ' 

съ h ' , получимъ ЕрО-

екціи (eh, с ' h ' ) й с -

комаго перпендкк-ра. 

Ръшеніе той же зада 

чи, когда данная 

прямая будетъ парал

лельна одной изъ пло

скостей нроекдій, при

водится, iipooïoïiv настроен!». Пусть прямая (ab, г ' b ' ) ( ч е р 

те АЪ 203) параллельна горизонтальной плоскости проекщй.тре 

буется изъ ( с , с . 1 ) опустить на нее перпендику/яръ- Мы зна -

емъ, что если одна изъ с т о -

рснъ угла параллельна од

ной изъ плоскостей проек-

.дій, то прямой уголъ на. 

эту плоскость проектирует

ся въ натуральную величи

ну. Поэтому для рѣшенія 

задачи достаточно опустить 
"С-

перпендикуляр* ass с на -прямую ab, полученную точку о спро

ектируем на вертикальную проекдію прямой и и.очш о' соедн-

никъ съ с'.,, тег да прямая (со,; с ' .о 1 ) ; б у д е т п-елэмнАйкулярна-

къ прямоа (а.Ь, а ' Ь ' . ) , •& т.акъ- какъ она провдвтъ: черезъ то\-

Черт. 203. 
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ку ( с , с 1 ) , то она будетъ искомымъ перпендикуляром!. 

0 К Р А Т Ч А Й Ш Е M Ъ Р А 3 С Т О Я H I И 

M Е I Д У П Р Я M Ы M IL 

Если прямыя въ пространства не параллельны и не пере

секаются, то оне называ

ются скрещивавшимися; 

между такими прямыми су 

ществуем кратчайшее р а з -

стоян іе , . которое перпен

дикулярно къ каждой изъ 

нихъ. Чтобп построить 

его , на одной изъ дан

ныхъ прямыхъ OD (черт.204) беремъ произвольную точку Е и 

проводим! черезъ нее прямую ОЕ .параллел.AB. Черезъ -пересе-

кающіяся прямыя ОЕ и DC проводим! плоскость Й. йзъ какон-

-нибудь точки Â прямой AB епускаекъ перпендикуляр! на Е и 

черезъ подошву его а проводим! прямую ab паралл. ОЕ, т о г 

да ab будетъ проекдіей AB на- плоскости R- йзъ точки встречи 

ab съ CD:, т . е . изъ точки К возставимъ перпендикуляръ къ 

плоскости R, который будетъ находиться въ проектирующей пло

скости ЬВАа и потому пересечется съ AB въ точке, м"; прямая 

Ж будетъ кратчайшим! разстояніемъ между данными '-прямыми До

кажем!, .что МК перпендикулярна .къ AB и CD. Для этого заме-

т ш ъ , что линія КМ перпендикул. плоскости S, .а потому КМ пер

пендикулярна ab и CD, но такъ какъ ab параллел. AB, то КМ 



- 201 -

перпендикул.А-В,- Таким* образог* это свойство кратчайшая 

раззтоянія доказано- .Теперь докажем*, .что КМ .короче всякой 

другой прямой, -.соединяющей .какія-ннбудь две .точки данных* 

прямых* .АВ .и CD, Возьмем* на CD точку N и соединим*.ее с* 

произвольной .точкой Q, взятой на прямой 1В, и докажем*,что 

МК < Щ . Для этого точку Q. проектируем* на плоскость В и 

полученную :проекцію :р соединяем* о* точкой I , тогда в* пря

моугольном* А - К ' £ Q.pN сторона Oiï ï> Qp, но Qp = Ж ; отсю-. 

да, следовательно, NQ_> КМ, а это доказывает*, что Ж есть 

кратчайшее разстоян іо . 

Если прямыя даны проекціяки, то ход* построенія к р а т -

чайшаг.о разотоянія между ними остается тот* же самый, т . е . -

мы должны на первой из* них* построить точку и провести, ч е 

рез* нее .прямую параллельно, другой, данной, прямой;через* две. 

эти. пересѣкающіяся линіи провести плоскость, вторую из* дан

ных* ирямых* спроектировать на эту плоскость, для чего нуж

но опустить перпендикуляр* из*-какой-нибудь ея точки на эту 

плоскость и из* точки встрѣчи его с* плоскостью провести 

прямую параллельно второй данной прямой, а- из* точки ветре- , 

чи этой параллели с* первой прямой возставить перпендику

ляр* к* построенной плоскости или, что все равно, провести 

параллель прямой Аа р найти его пе.ресеченіе со второй пря

мой, через* что получим* проекціи и с к о м а я разстоянія= 

При частных* положениях* прямых* построение кратчай

ш а я разстоянія упрощается: наприм., если дана прямая 

(а , - а'Ь 1-)-, перпендикулярная "к* горизонтальной плоскости-про-
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Черт.20{ екцій, а другая ( cd ; 

с ' d ' ) - произвольная 

(черт .20Б) , то для 

построенія кратчайше

го разстоянія доста

точно изъ точки а-

опустить перпендику

ляръ на cd, потому 

что искомое разстоя 

ние, будучи перпенди

кулярно къ, прямой (а , а 1 Ъ ' ) , будетъ параллельно горизон

тальной плоскости проекдій, и потому оно проектируется на 

эту плоскость въ натуральную величину въ направленіи, пер

пендикулярное кіЕ cd, по свойству проекній прямого угла .Та

кимъ сбразомъ ао будетъ выражать и длину искомаго разстоя-

н ія , и его горизонтальную проекці&, Для поотроенія верти

кальной его проекціи проектируема точку, о на c 'd ' и изъ о'-

проводим прямую, параллельную' оси проекцій ..ху; (ао, а^о 1 ) 

будутъ проекціями искомаго разстоян ія . Кратчайшее р а з е т о я -

ніе можетъ быть построено также, употребляя методъ враще-

н ія или методъ перемены плоскостей проекцій. Все эти пострс-

ен ія сводятся къ только что разсмотрънному случаю, и потоку 

мы не будеъіъ разбирать ихъ О Т Д Е Л Ь Н О . 

J Г О S Ï М Е Ж Д У П Р Я М Ы М И . 

Пряшзя, лежэдія ЕЪ пространстве, могутъ пересекаться 



и не пересекать- "Черт. 206. 

ся . Построеніе 

угла между ними, 

какъ извѣстно 

изъ геометріи, . 

сводится къ по-

строенію угла, 

образуемаго пря

мыми, параллель

ными даннымъ и 

проходящими ч е 

резъ какую-нибудь 

точку. Пусть прямыя, параллельныя даннымъ и проходящія ч е 

резъ точку ( Ь , Ы ) (черт .206) , будутъ:. (аЪ, а'Ъ') и (bc ,b f . c 

Чтобы построить уголъ, ими образуемый, проведемъ черезъ 

нихъ плоскости, и, если сдинъ изъ слѣдовъ ея помещается въ 

преділахз чертежа, тс ссвмъстимъ ее посредетвомъ Еращенія 

около этого следа съ плоскостью проекцій; но, такъ .какъ 

СЛЕДЫ могутъ не поместиться въ пределахъ чертежа, то мы прн-

ведемъ плоскость въ .положеніе, параллельное, положимъ,гори

зонтальной плоскости; для этого строиыъ горизонталь, (ас , 

а ' с ' ) плоскости. Находимъ по известному правилу новое поло-

женіе точки ( Ъ , ь ' ) , которое есть В, такъ что уголъ аВс бу

детъ искомымъ. 

Рѣшимъ ту же задачу в<ъ предположеніи, что одна изъ 

его сторснъ (черт.-207) параллельна ху. Прямую (ас , а 1 с 1 ' ) 
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принимаем* з:а горизон

таль .плоскости даннаго 

угла, и эту плоскость, 

вращеніемъ около гори

зонтали, приводим* в* 

положеніе, параллельное 

горизонтальной .плоско

сти. .Для этого на другой 

данной прямой (ab, a ' b 1 ) 

берем* произвольную точ

ку ( Ъ , ѵ ) , нах-одим* ея новое положеніе Б и полученную точку 

Б соединяем* съ а; прямая а.Е вырззитъ новое положенае" пря

мой (ab, a ' b ' ) , а уголъ саЕ будетъ искомым*. 

У Г О И М Е Ж Д У П Л О С К О С Т Я М И . 

Построеніе угла между плоскостями можно свести 'на по

строен! е угла между линіямй, '.къ нимъ перпендикулярными. Та

кое пострсеніе .основано на геометрической теоремъ: „если 

изъ точки M ( ч е р т . 2 0 8 ) , лежащей въ пространстве, опустймъ 

перпендикуляры на данньгя пло

скости Р и то уголъ,ими об

разуемый, вмістѣ съ линейнымъ 

угломъ двуграннаго, образован

н а я плоскостями Р и GL,' соста -

вятъ два прямыхъ угла" . Ташшъ 

образомъ уголъ .mMn + уголъ шсп 
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равны 2d, гдѣ уголъ men есть линейный уголъ даннаго дву-

граннаго; если одну изъ сторонъ угла, с о с т а в л е н н а я пер

пендикулярами, продолжим*, то будемъ имѣть Z mMn . + / nMz= 

= 2d; изъ сравненія зтихъ двухъ равенствъ слѣдуетъ, что 

Z men - / . .nMz. 

На оонованіы этого , для построенія .угла, образуема-

го плоскостями, которыя даны параллельными прямыми,посту-

паемъ такъ: иэ5 произвольной .точки ( п / л 1 ) (пер і .209) опу-

стимъ перпендикуляр*, .какъ.на первую плоскость, такъ .и на 

вторую. Перпендикуляръ на первую плоскость есть (-"тс^ 'е*) , 

гдѣ тс-перпендикулярна къ ab (горизонтальной проекдіи г о 

ризонтали), 'а та'с' перпендикулярна къ d'e' (вертикальной 

прсекціи фронтали), а перпендикуляръ. на вторую плоскость 

(mf, m ' f ' ) , при чемъ mf перпендикулярна .ро - горизонтали 

второй плоскости, a m'f 1 перпендикулярна .къ s ' z 1 - верти

кали второй плоскости. Уголъ.между этими перпендикулярами 

.найдется, .когда плоскость этого угла С О Б М Ъ С Т И М Ъ С Ъ О Д Н О Й 

изъ плоскостей проекній, .или же, какъ это сдѣлано у'я.асъ, 

плоскость угла,, посредствомъ враженія около горизонгали-

(ѣѵ, t ' v 1 ) , приведемъ въ положеніе, параллельное горизон

тальной плоскости. Уголъ ZMv выражаетъ натуральную вели

чину искомаго угла между данными плоскостями. 

У Г О Л Ъ М Е Ж Д У Л. E H - I "Е Й 

И- П Л О С КО. С Т Ь Ю. 

Подъ угломъ Л И Р І Й *съ плоскостью разумъютъ уголъ,ко- . 
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торый образуете данная - прямая съ своей проекиіей на разома-

триваемую плоскость. Этотъ 'уголъ разсматривается потому,что 

бнъ представляется наименьшкмъ изъ угловъ,образуемыхъ дан-

вой лккіей съ прямыми на данной плоскости, Такпыъ образокъ 



при построении угла между 

линіей AB и какой-нибудь 

плоскостью R (черт.210) 

нужно эту линію спроекти

ровать на данную ~лсскость 

и построить уголъ между АБ 

и ея проекціей Аъ, который 

и будетъ искомым*.Для про

ектирования же линіи AB на плоскость R нужно изъ какой-ли

бо ея точки В опустить перпендикуляр* ЕЪ на плоскость В и 

-ispes* AB il БЪ псовести плоскость, сѣченіе которой с* пло:-

с'(- СГЬІ- F С.ѴІ^ЛЪІЕЧЪ прсекдію ли Hin AB. Построивши ут-алт. 

J?A.b, мь? ?• найдем* искомый угол*. При рѣшеніи этой 'задачи 

ùŒVic поступать так*: вмѣсто искомого угла можно построить 

дополнительный к* нему до 90°, т . е . угол* АВЬ. Тогда угол*, 

дополнительный ?* Э Т О Й у углу ДВЪ до 90 й , в будет* вг&лчя;/-' 

у г.?-"M*. 

На сснсванІЕ этого заігаг-іанія построим* угол* и&Шду 

плссксстыоcxLjà Y~ и прямей ( ab, a 'b 1 ) ( черт .211 ) . Для ѳ т с -

гс изъ точки ( ь , ь ' ) опускаем* перпендикуляр* (Ъс , Ь/.с') на 

данную плоскость < ^ / 3 ^ и строим* угол* между прямыми (ab, 

a 'b') и. (be, b ' c ' ) ; для О Т О Г О через* данную прямую и пер

пендикуляр* проводим* плоскость, находим* ея горизонталь

ный слѣдъ pq, проходящій через* с и à, т , е . черезъ слѣды 

данной прямой и перпендикуляра. Полученную плоскость с а -

вмещаем* съ горизонтальной плоскостью, нэходик* ссвміден-



- 203 -

Черт .211 . 

ное .положеніе .точки , ( Ъ ' Ь ' . ) и полученную .точку В, соединя

ем* с* с "И d, которая при враценіи положеяія.не изменяют*. 

Угол*. dB, с и будетъ соответствовать углу ЬБА-на чертеже 

210; если построить .угол*, дополнительный къ полученному, 

до 90 ь , т . е . уголъ сВ,Е, то он* н будетъ искомымъ. Для той 

же цади, вместо совмещенія плоскости с* горизонтальной пло-

•скостыо проекдій, можно привести, ее въ положение, парал

лельное горизонтальной плоскости. Этотъ пріемъ решенія упо

требляется и ЕЪ том* случае, когда плоскость дана не следа

ми, а другими условіями. 
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З А Д А Ч И НА Ü Е Р Е С ' Н Е В I E - M В 0 Г . 0 -

Г Р А И Н - H O B Ï п л о с к о е Г, Ь Ю . 

При рѣшеніи задач* этого рода ограничимся построени

ем* ь$ченія призме и пирамид* плоскостью. Разсмотримъ пре

жде сѣченіе призмы плоскостью. Положимъ, нужно построить 

сѣтаніе призмы (abed, a , t ( o ( d , . , a ' b ' c ' d ' , a) b,'с| d ' ) , по

ставленной основаніемъ на горизонтальную .плоскость проек-

ці'й, плоскостью ( ^ у з г (черт .212) . 

Общін пріемъ'пострсенія сѣченія"состоит* въ томе,что 

находят* точки встрѣчк реберъ призмы съ данной плоскостью 

и лотом* полученньш :точки, принадлежащая одной грани, с о е 

диняют* прямыми, черезъ что получаютъ многоугольника еѣче-

н і я . Для построенія этих* точекъ П Р С Е О Д И М Ъ черезъ ребра 

призмы вертикально или горизонтально проектирующая плоско

сти, и находим* сѣченіе этих* плоскостей с* данной плоско-

с т ы о о ^ / З ^ " . Точки встрѣчи полученных* линій с* соотьѣт-

С Т В У Ю Щ Е К И - . р е б р а м и и будут* -искомыми. На черт.212 проведены 

вертнкально-проектнрующія плоскости. Пересѣченіе горизон

тальных* проекций линій. сѣченія с* горизонтальными проек

циями ребер* даст* точки А,В,C,D. Соединив* А съ В, В съ 

С, С с* и,- и съ А, получим* горизонтальную проекпДю сѣче-

нія ABCD, а спроектировав* полученныя точки на вертикальная 

проекдіи ребер*, получим* вертикальную проекдію сѣченія 

A'B'C'D*. ЕСЛИ ПЛОСКОСТЬ ^уЗ^-СОЕМЪСТИМЪ съ одной из* 

плоскостей проекцій, .положим*,с* горизонтальной,то получим* 

натуральную величину сеченія . Сдѣлать это можно следующим* 

И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. Т Н П О - Л И Т . Ю . В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О . Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТЯТ. ГЕОМЕТРІЯ. ЛнстъНГн 
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образом*: найдем* совмѣщеавоецозогеыіе вертикальнэго.-сяѣда 

плоскости oCß>y* т . е . прямуюуЗ^*" , и яа ней совмещенное 

положеніе точекъ m,p,q. т . е . точки M,P,CL; точку GL соединяем* 

с* g и через* точки-Р и M проводим* лрямыя, параллельная Gg, 
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черезъ что,получаема совмещенное поло;і-.еніе лині.і с£ченін 

вспомогательныхь плоскостей съ плоскостью с ^ / з ^ ~ . На Э Т И А Ь 

прямыхъ должно находиться совмещенное положенае точека(А, А' ) , 

(В, В ' ) , ( С , С ) й (D,D*);но Э Т О положеніе,какъ и s вѣстно, долж

но находиться на перпендикулярахъ, опущенаыхъ изъ точекъ А,Ь, 

С и D'u&oCfi , следовательно оно.находится аъ ігересБчеьіи 

этихъ линін въ тозкахъ ко, . Б„, С0 и Д, ; со едини ьъ получен выя 

точки,-найдена натуральную величину сѣченіл 4 о В о С о 0 „ . При 

этомъ состроеніи надо заметить,что вспомогательны плоскости 

параллельны, а потому и ляніи с іченія р.хъ съ "-'плоскостью о ^ З ^ -

параллельны. При построеніи этого саченія можно пользоваться 

методомъ перемены плоскостей проекоДй; въ ггкоча случаь одну 

чзъ іілоскоотей проек.іда изманя-юта такъ, что'бь она была пер

пендикулярна къ одному изъ слБдовъ данной олоскостн. ВЪ зтомъ 

случаѣ.ао строеніе проекпДа упрощается. Дримёненіе этого спо

соба кн. разсиотрзмь при построении. с$чеяія а и рама Д Е плоскостью-

З А Д А Ч А. Построить точку встрѣчи прямой U n ^ e ' п * )са 

лризмой (abed, a/D/C/d,, a ' b ' c ' d ' , . a ' t j c / d j ) (черт . 21c). 06-

щін иріема нахождекія точекъ встречи прямей съ данной призмой 

С О С Т О Й Т Ъ въ тома, что. черезъ. данную прямую проводятъ какую-

н и б у д ь плоскость(обыкноБенно или проектирующую И Л И параллель

ную боковымъ ребрама призмы) и находятъ а р о е к л і и . с і і е н і я этой 

плоскости.съ.призмой; .тогда.точки, въ которыха.эта прямая п е -

ресѣкаетъ полученный многоугольника с£ченія г н.будутъ искомыми 

точками.Для рѣшенія задачи мы проводима горизонтальновроекти-

рущую плоскость :pgr ;въсѣченій .получится иЕсгоугольнакъ(АВСВ, 
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Черт;213. 

A ' b ' C ' i j 1 ) . Замѣтиыъ точки пересѣченія пострсеннаго мнсгоуголь: 

ника съ данной прямой. Вертикальная проекпДи этихъ точекъ бу

дутъ F 1 и Е ' ; опустивъ перпендикуляры изъ точекъ ,F* и Е' на 

ось ху до встрѣчи. съ/?г/г, получимъ горизонтальный проекпДи F 

и Е искомыхъ- точекъ. Невидимый части данной прямой, входящей 

•р.ъ Ï T T ) » 3 V 7 . стнѣчены пунктирсмъ; такимъ образомъ, если считать 
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направленle данной прямой отъ ) къ ( п , п ! ) , то течка 

(F, ?' ) , принадлежащая грани ( a , d , ad, a,1 à,1 a' ä 1 ) . будетъ 

точкой входа прямей въ призму, а течка (Е, Е 1 ) ' , принадлежа

щая грани (ebo/b,., о г Ь ' с ; ь ; ) , булетъ точкой выхода прямой 

изъ призмы. Если .течка (ш .ш ' ) . есть матеріальная точка, а 

прямая (тд , т ' п ' ) параллельна направлений солкечнэго луча, 

то точка (F ,F ' ) будетъ выгадать издающую тѣнь отъ-точки 

(m,m 1) на поверхности -нашей призмы, потому что свѣтовой лучъ 

прежде встрѣчаетъ поверхность призмы въ' точкѣ (F ,F") , кото

рый и будетъ задержанъ. 

Разсмотримъ теперь другой спосооъ построенія точекъ 

встръчи прямой съ поверхности; призмы. Пусть ( abcs, Ь, С,, 

a 'b 'c 'a fb /c , ' ) - данная призма и (шп, ш ' а 1 ) - данная прямая 

(черт .214); требуется построитъ ихъ течки встрѣчи. Для.рѣ-

шенія задачи береыъ на. прямой ( т а , ш ' а ' ) двѣ .произвольныя 

точки ( т , ю ' ) и ( п , п ' ) и черезъ нихъ проводимъ .прямыя (mkr, 

m ' k ' ) Й (na, n ' s 1 ) параллельно бокоЕымъ ребрамъ приемы Че

резъ эти прямыя проводимъ плоскость и находимъ слѣдъ ея на 

верхнемъ основами призмы или на горизонтальной плоскости, 

смотря по тому, что удобнъе. ïïa прилагаемом* чертежѣ слѣдъ 

построенъ на верхнемъ основаніи. Для построения этого сла

да продолжимъ вертикальную проекцію верхпяго основания 

а]Ъ)о,

І до .пересѣчекія съ прямыми m'k' и n ' z J въ точкахъ к 

В z ' , который и будутъ вертикальными проеіціями точекъ 

всзрѣчи.нашихъ прямыхъ съ плоскостью нерхняго оенованія. 

Найдя на вертикальным* прсекдіямъ к' Н Е " горизонтально к 
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H z и соединив* одноимениыя проекціи прямыми, получим* (kz, 

k ' z * ) - проекціи линіи сёченія проведенной П Л О С К О С Т И . с ъ пло

скостью верхняго основанія призмы. Если черезъ тозки я е р е -

свченія прямой кг с*.ребрами' верхняго основания призач про

ведем* прямыя ЬО и Ш параллельно боковым* ребрам* призмы» 

то онѣ выразят* линіи сѣченія проведенной алоскости.с* г р а 

нями призмы, а точки встречи этих* прямых* .с* горизонталь

ной . проекпДеи данной прямой шг - горизонтальный проокціи т о 

чек* .встречи данной.прямой с* призмой. Найдя.по горизонталь

ным* яроекціямъ 0 и M - вертикальныя 0' и М', получим* точки 

( 0 , 0 ' ) и (М,М'), К О Т О Р Ы Я будут* искомыми. Полагая,что точка 

(іа,ігі') - матеріалыізя точка, а прямаяСтт, ш ' п ' ) параллельна 

нанравленію свѣтового.луча, найдем*, чт.о точка ( О , С ) есть 

падающая тѣнь на поверхности арязмы с:ь данной точки ( т , ш ' ) . 

С ѣ Ч Е .0 I Е а й Р A К Й Д H П Л О С К О С Т Ь . К. • 

Положим*, дана пирамида (Saoc, 3* а ' ь ' е * } и плоскость 

о ^ / З ^ (черт .215) .и требуется построить их* о ічен іе .В* этом* 

случае.можно или непосредственно построить точки встречи 

плоскости с ^ / З ^ с ъ ребрами пирамиды при данном* ея положеніи, 

И Л И же найти.эти точки при аомощи метода песеыѣны йлоскастен 

проекций. Раземотриы* сначала построеніе проекцій линіи. сѣ:-

ченія пирамиды при помощи перемѣнн плоскостей проекдДя.. Для 

этого. изменим* вертикальную плоскость проеьпіі так*,, чтобы 

она стала перпендикулярна късхуз ;. тогда х,.у, будет* перп.ея-

ЕКХЧЛ.КЪcxLß При этой. передне" горизонтальный слѣд* нашей 
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плоскости oiyß не изменится, а .вертикальный примет* положе-

н і е ß o ^ ~ • (Для этого, как* ЙЗБѢСТЕО, И З * точки пересѣченія 

осей ху и х/у, возставляем* перпендикуляръ к*, ху до пересѣ-

ченія с ъ у з ^ " и из* точки 0 радіусом* 00 1 шшоииаим* дугу 

до пересѣченія с* перпендикуляром*, Еозставленыыыъ.въ..точкѣ 

О къ оси х,.у, ; полученную точку 0 " соединяем* с*ß f f.) Такъ 

какъ горизонтальная плоскость не изменяется, .то.и горизон-



тальная проекція пирамиды не изменится; чтобы.найти новую 

вертикальную.проекцию.пирамиды, проектируем*.точки S , a , b , c 

.на.новую вертикальную.плоскобті.и, таким* образом*,получа

ем* вертикальную проекдію 2^0ъооа на новей .вертикальной 

плоскости. Теперь мы имеем* пирамиду (Sabc, .S !

0 a o b o .c) и с е 

кущею плоскость°ß 0 pf ' перпендикулярную .к* новой .верти

кальной плоскости .проекпій. сеченіе плоскости ^ у Я , -^f съ 

пирамидой проектируется на .новую вертикальную плоскость въ 

прямую С J, совпадающую со следом* ßo^jC\ вертикальный 

проекдіи .вершин* сѣченія будутъ.точки к\Ъ\Ѵв\ по вертикаль

ным* проекціям* строим* горизонтальныя .А0В„С0 . Но горизон

тальная проекція.пирамиды положенія своего не изменила, , а 

равно не.изменилась,и плоскостьoCß> , а потому к горизон

тальная проекція сѣчекія их* . - та самая, которую мы получи

ли. По горизонтальной .дроекціи сѣчевія находим* .вертикаль

ную'А 'Б 'С на прежней вертикальной плоскости. .Таким* обра

зом* сѣченіе. плоскости oLß>^с* данной пирамидой будет*-

{кі В0- С,-, -.А'В'- С* ) . - Если при таком* пос-троеніи какая-либо 

точка определилась дурно (течка определяется дурно, если 

прямыя .пересекаются подъ очень .острым* .углом*)., то пришлось 

бы искать такую точку встречи.ребра с* данной .плоскостью не

посредственно, :т , е . провести через*.ребра горизонтально или 

вертикально .проектирующую плоскость и .разскатривать сеченіе 

этой плоскости с* требуемым*.ребром*. 

При втором* способе построенія проекдій сѣченія .пира

миды (Sabcde,'S'a. 'b-'o'd'e') п л о с к о с т ь ю o ^ ^ ; поступают* 



такъ ( ч е р т . й і о ) : находятъ точки' встречи реберъ пирамиды съ 

данной плоскостью и ючки, принадлежащая одной грани,соеди-
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вяютъ прямыми, черезъ что и получают* искомый многоуголь

ник* сѣченія . Ыкъ для получеяія точки (п,п* ) , Б*.которой 

ребро (Sc, S ' о 8 ) пересѣкаетъ п л о с к о с т ь ы у ^ ^ , проводят* 

черезъ .это ребро горизонтально-проектирующую плоскость. 

г<£сГ в и находятъ прямую {zô-, z* S ») сѣченія ея с ъ о ^ з ^ - ; 

дересѣченіе этой зрямои съ ребром* (Sc,. S ' с ' ) и опредѣвит* 

точку ( п , п ' ) .Подобно этому мы можем* построить и остальння 

вершинй еѣченія. Но это иостроеніе можно упростить. Для 

этого.замѣтиыъ, что гориэоЕтально-проектирующія плоскости 

различных* реберъ пересѣкутся по прямой (S ,S s S a ) , перпен

дикулярной къ горизонтальной плоскости лроекдій. Найдем* 

точку (S ,S B ) , в* которой прямая (S s S e S a ) пересѣхаетъ пло

скость oCß>^ • ( В а чертежѣ 216 указано построеніе. этой 

точки.) При-помощи этой точки (S,S") легко построить про-

екщіи.вершин* многоугольника с і ч е н і я . Так* для ностроенія 

вершины ( к , к ' ) достаточно ребро Se продолжить до.ветрѣчи 

оъ(pCjb в* то.зк* q, которую спроектировать на ось проекщій 

въ точку с" и эту последнюю соединить c*.S.H, тогда .пересѣ-

ченіе прямых* S'e' и с ' S " определит* точку к 8 - вертикаль

ную проекція вершинв сѣченія; по вертикальной проекціи.к 1 

находим* горизонтальную.к. Если плоскостьо^/З^.совыѣстимъ 

съ горизонтальное.плоскостью.проекщіы, то легко кожен*.под

строить - натуральную величину многоугольника съченія . 

З А Д A 4 А. Построить точки встречи н•pякoй(mЬ,m ,h•. ,)-

съ.поверхностью аирамиды (Sabc, S ' a ' V o ' ) (черт .217) . 

Положим*, это. нам* дана пирамида (Sabc, S» а' ь 'о* ) ,ко-
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Черт.217. 

торую пересъкаетъ прямая (mh, m ' h ' ) . Для рѣшенія задачи на

до черезъ данную прямую провести какую-нибудь плоскость; 

обыкновенно проводят* или проектирующую .плоскость данной 

прямой, или же плоскость, -проходящую черезъ вершину пира

миды. Проведемъ плоскость черезъ данную прямую.(тЬ,ш'Ь т )и 

вершину (S ,S ' ) ; для этогс на прямо?! (mh, m'h ' ) беремъ про

извольную точку ( i , f ) , которую соединяем* съ вершиной 

"(3,s' .), и черезъ эти двѣ прямыя (l'S, f ' S 1 ) и (mh,m'h ' )про

водим* плоскость, горизонтальный слѣ'д* которойoCß прой

дет* черезъ горизонтальные слѣды этих* ПРЯМЫХ* . Слѣдъ oCß 

Бстр-ътитъ плоскость основанія пирамиды въ точках* р и .q. 

соединяя которая съ вершиной. (S ,8 ' ) , получимъ прямыя (pS, 
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p 'S ' ) и (qS, q'S')., по .которыыъ проведенная .плоскость пере-

сѣкаетъ поверхность пирамиды, йскомыя -точки встрѣчи должны 

лежать какъ на этихъ прямыхъ, такъ .и на-данной прямой,:слѣ'-

.довательЕо ихъ'горизонтальный проекдіи будутъ.M и ÎJ, а вер -

/тикальныя - М' и К 1 . Такимъ сбразомъ .искоыня.точки встрѣчи 

буДУТЪ (М, М' ) И (К, N' ) • ЕСЛИ бы СЛУЧИЛОСЬ, Ч Т О СЛѢДЪ oLß 

не пересѣкаетъ горизонтальной прсекціи основанія, то- и 

прямая (mh, m'h') не пересъкала бы пирамиды. Если (я ,m ' ) -

м а т е р і а л ь н а я т о ч к а , а (шЬ, m'h ' ) - направленіе еЕѣтовогс 

луча, то (M,M') Еыразитъ падащую тѣнь отъ данной точки 

.(т.,m') на поверхность пирамиды. 

Р А 3 В È Р Т Я В h H I I П P Й 3 W Ъ И 

D И Р A M Е Д Ъ. 

Развернуть поверхность призмы - значитъ построить 

такой мнсгсугольникъ, площадь котораго .равнялась бы поверх

ности призмы. .Этотъ.многоугольникъ долженъ состоять.изъ р я 

да параллелограммовъ, .составляющихъ боковую поверхность 

призмы и расположенных* въ .томъ же порядкѣ, Еъ.какомъ они 

расположены на поверхности призмы; если :къ полученному 

многоугольнику присоединймъ еше многоугольники основаній, 

то ,и получимъ искомую, развертку. Положимъ, .нужно .развер

нуть на плоскости чертежа поверхность призмы (черт .218) , 

которая основаніемъ .поставлена.на горизонтальную плоскость 

и боковыя ребра .которой .параллельны вертикальной плоскости 

проекпій. Въ этомъ случаѣ вертикальння проекдіи боковых* 
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Черт. 218.. реберъ бу

дут* ввра-

жать нату

ральную нхъ 

величину.1а-

кое полѳже-. 

н іе прйзиы 

ни береыъ 

для большей 

простотн, по-

строенія ея развертки. Если бк боковая ребра ве были па -

оаллельнв вертикальной плоскости, то.посредством* переме

ны плоскостей.яроекаій мы аогла. бк прнтти къ. предыдущему 

слузазв. Ори разверткі поверхности призмы периметр* [терпен-

дикулярнаро. ея с&ченія райіѵэ;>тчеазтсія въ прямую, иерцеадд-

кулярную къ боковым* pe^pat-'.,. Чтооы это- доказать,положии*,. ' 

что. amq (черт .218) есть перпендикулярное -сВчеаіе ври-здв 

ABGDËF;.. Развернемъ поверхласіь.этой..аризкы въ плоскость,-

для ...sepo. грань ADFC примем* за ту плоскость, на которой 

будем*-строить-..развертку'призмы,, н съ этой.. п-лоскоеіоЮ с о 

вместим* остадьныя грани. Для этого..разртжем* призму по ре 

бру. BE.и грань ВEFC .-совместим* съ. плоскостью грани ACFD, 

вращая около FC, тогда прямая шд примет* положеніе mq*,aep-

пенднкулярное къ FG,. следовательно mnq' будетъ перпендику

лярна къ F C Точно./так* же DE В А совместим* с* плоскостью 

рранн ADFG,. вращая около. AD,. тогда.линія QQ првметъ положе-



ніе n q \ при чеіѵіъ nq." перпснДкЕ-гул. AD, но mn перпендикул. 

AD, следовательно q"n есть продолженіе цц* , т . е . . р а з в е р т 

ка перпендикулярнаго.сѣчевія есть прямая линія , перпенди

кулярная къ ооковкмъ рео'рамъ пьизілы.&тиыъ С Б О Й С Т Е О Ы Ъ пер

пендикулярнаго свченія оудемь пользоваться при построеніи 

развертки призмы. 

Лересѣчеьаъ нашу призму плоскостью, перпендикулярной 

къ ооковымъ ребраыъ (черт .219) ; горизонтальный слідъ ея 

перпендикуляренъ къ ху, а вертикальный.qr - перпендикуля

рен^ къ вертикальнымъ проекціямъ ооковыхъ реберъ призмы. 

Построимъ свченіе призмы съ этой плоскостью. Для этого п о 

строимъ точки ьстрѣчи ( га ,л 1 ) , ( n , ü * ) и (к .к . ' ) боковвхъ р е 

беръ съ плоскоСІ-ЬЮ pgr и, . соединиьъ ихъ, получим-ь горизон

тальную . пооекцію auk aepdüerpa иесиендвкулярнаго c îченія 

вертикальная его ароекція ш 'п ' к ' ьыразится прямой. Ду"я по-

строеяія развертки призмы надо знать натуральную величину 

сѣченія, поэтому совыѣхтмгь плоскость pqr. съ горизонталь

ной плоскостью. Но, чтобы.не усложнять чертежа, сдёлаеыъ 

это оовмЦея іе на сторовѣ, для чего на оси проекдіи беремъ 

произвольную точку q.0 к черезъ. нее проЕодимъ плоскость 

Р q гв , параллельную pqr, цереносимъ точки . ш \ л ' , к' въ 

я ' , n i , к ' , проведя черезъ нихъ параллели оси. Затѣмъ.пло

скость р„<Э<>г., совмѣщаемъ съ горизонтальной а нэходнмъ с о 

вмещенное полаженіе Еершннъ перпендикулярнаго с ! з е н і я , т . е . 

точки М, К и К; соединяя ихъ, аолучимъ натуральную величи

ну ЖШ э того . с^ѵен ія . , акая длину сторонъ периендижудярааро 
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Черт.219. 

сѣченія и длину боковых* реберъ приізмьі, мы моТкемъ построить 

к ея развертку. Для этого за 'начало развертки примем* ребро 

а 'а 1 , и строим* на нем* грань (аЬа.Ъ, , а 4 ь4а; Ь/ ) , для чего 
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на прямой qr отъ точки к ' отклад'ываемъ длину -k'N 0; * Ш ß 

черезъ точку К0 проводимъ ЕВ, паралл. а*а,1 до встрѣчй; съ 

перпендикулярами, опущенными на. эту ..параллель изъ точекъ 

Ь' и Ь,1, черезъ-что получимъ точки 3 и Е,-, сседкяѵіЕъ к о -

торыя съ а' и а 1 , , получаемъ параллелограмм! а ' а ; В,-В, к о 

торый и выразитъ натуральную- величину разематриваеыой 

грани. Къ этой грани'строимъ следующую грань: ( b e b , с , , 

Ь ' с 1 ь ; с , ' ) , для чего стъ точки , на прямой'qr, отклады-

ваемъ N eM e = 'NM; черезъ И, проводимъ линію СС, парал.ВВ^ 

и черезъ точки с* и с*, проЕодимъ параллели qr; получимъ 

точки о и С,, соединивъ которыя и получимъ другой парал

лелограмм! ЕВ,С,С, внражающій натуральную величину грани 

(beb, с, , b ' c ' b j c , ' ) . Точно такъ же получимъ параллело

грамм! CG,!, A, вісражаюіій натуральную величину гранв 

( с а с / а , , с а' с) э.] ).. Полученный такимъ образомъ М Н О Г О У -

гольникъ а 'а*В, С, А,АСЕ представляетъ развертку боковой 

поверхности призмы; при этемъ ломаная линія a*EGA назы

вается преобразованіемь одного основанія, а ломаная М~ 

нія а; В, С, А, :- преобразованіемъ другого. Если на сторо

нах! СБ и С, В, построим! треугольники СЩ и С^РВ,, р а в 

ные основанію призмы, то получимъ фигуру а' г\ В, PC. A, CQ.B, 

площадь которой будетъ равна поверхности всей призмы, 

т , е . будемъ знать развертку призмы. Если по разверткѣ же-

лаютъ получить призму въ натуральную величину, то ее і е р -

тятъ, напр . , на листѣ жести или картона, потомъ перегиба

ют! по ребрамъ BE, и ОС,"такъ, чтобы ребро АА, совпало 

PI. Е. МИХАЛЕВСШЙ. ткпо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. Л И С Т Ъ LÔ~Ê-



- 2 2 6 -

съ а*а) , тогда ломаная линія а'ВСА образует* сомкнутый 

коЕтуѵъ, который будетъ выражать оснсваніе призмы; лома

ная линія а) В, С, А,, будетъ выражать другое основание,и е с 

ли перегнуть треугольники ECO. и В,С,F около ВС и Е'/С, , 

то они закроют* оба основанія призмы. Такимъ сбразомъ по 

разнерткѣ мы воспроизводим* призму в ъ натуральную величи

ну. Если us жіежъ какую-нибудь точку х на поверхности 

призмы ( ч е р т . 2 1 8 ) , то можемъ найти ея положеніе на р а з 

вертке. Полежим*, точка х находится на.грани (ab, а д ) ; 

проведем* черезъ нее образующую zv, вертикальная проекція 

которой будет* z ' v 1 , и построимъ вертикальную проекдію 

данной точки х 1 . Найдем* доложеніе образующей (zv, z ' v ' ) 

на развертке. Для э т о г о из* точки z' опускаем* перпенди

куляр? на а 1 а1, до Естрічи съ aj Б, и черезъ полученную 

точку'Z проводим* ZV параллел. а ' а ' , ; если из* х1 опустим* 

перпендикуляр* на zv, то и получим* точку X - положеніе 

точки ( х , X' ) на рззв-ерткѣ. 

Обратно, икѣя точку X на разверткѣ, мы можем* найти 

ея положение на" призм*. Для- этого через* точку X .прово

дим* ZV параллел. а 1 а ; и по этому положению образующей на

ходим* ёя проекдіи' {zv, z ' v ' - ) , на которых* должны лежать 

проекоій точкн X, т . е . тенкн х и х ' . £аким* образом*,если 

мы имъём* на поверхности призмы какую-нибудь фигуру,то мо

жем* найти' ея положеніе на развертке, и обратно: имѣя к а 

кую-нибудь фигуру .на разверткѣ, можем* найти ея положеніе 

на призме. 
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Р А 3 Б E F I Ы В A H I Е П И Р А М И Д H. 

Положимъ, дана пирамида, поставленная основэніемъ 

на горизонтальную плоскость (черт .220) , тогда ребра осно

вания проектируются на горизонтальную плоскость въ нату

ральную величину. Для того, чтобы развернуть поверхность 

пирамиды въ плоскость, мы должны построить на плоскости 

рядъ треугольников*, • составляющих* ея бскоьую поЕерхнссті 

и расположенныхъ въ томъ же порядкѣ, въ какомъ они распо

ложены на поверхности пирамиды, пострсив* ихъ, мы полу-

чимъ некоторый многоугольник*, площадь котораго равна бо

ковой поверхности пирамиды. Чтобы построить ряд* сказан

ных* треугольников*, надо знать длины их* сторепъ , а дл* 

этого необходимо построить натуральную величину боковых1] 

ребер* по ихъ проекціям*. Натуральная длина ребер* осно-

ванія пирамиды извѣстна - это суть горизонтальный проек-

ціи ребер*- освованія . Для опредѣленія длины боковых* ие-

берг, вращаем* их* около оси, перпендикулярной к* гори

зонтальной плоскости и проходящей через* вершину пнрамидЕ 

( s ,S 8 ) до положенія, параллельнаго вертикальной плоскссті 

горизонтальныя их* пррекдіи примут* положеніе -пряней SX, 

параллельной оси проекдіи ху, а Еертикальныя спредѣлят* 

натуральную длину боковых* ребер*; таким* образом* верти

кальный проекціи s*A*, S 'B' , S'C» и s 'D f - новаго ноложе-

нія боковых* ребер* данной пирамиды определяют* натураль

ную длину и х * Д т . е . S'A 1 выражает* длину ребра ( s a , s \ a ' ) » 

S'B 1 - ребра (Sb, S 'b ' ) и т . д . . . . . Кайдя длины боковых* 
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ребера, приступим^ ка построенію треуголъникоЕа, соста 

вляющий бокоьую поверхность пирамиды. Для ЭТОГО ПРИЕЙ-

маема прямую s'A' за начало разЕертки -и строима на ней 

треугольника A ' S ' B 0 , который и выразить натуральную'ве

личину грани (Sab, S ' a * b 1 ) . На линіи S ' B d строима треу

гольника S'B 0 C e » который равена грани (sbc, S ' b ' c ' ) . П о 

тока на линіи S 1 С0 строима треугольника S'C 0 D 0 , равный 

Грани (Sod, s ' c ' d ' ) и, наконеда, на линіи S'D,, строима 
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треугольнике s'' koD0, равный грани (sda, S ' d ' à ' ) ; постро

ив* эти треугольники, мы получим* многоугольник* 

Sr А 0 В о с о в в V , который и будет*. выражать развертку боковой 

поверхности пирамиды, при чем* ломаная линія А ' В „ CE.DE к, 

выразит* ту линію, в* которую развертывается, оснозаніе пи

рамиды. Эта линія относительно основанія пирамиды называ

ется ея преобразовавшем*. Если на одной из* сторон*, пре

образован:^, положим* на G'aJ)0i построим* многоугольник* 

0,0,8,А,> равный оспоЕанію пирамиды, то получим* фигуру 

S' A , D E A , B , C , B , А', площадь которой равна полной поверхно

сти пирамиды. Если на поверхности пирамиды.находится к а 

кая-нибудь точка ( у , у ) , то легко построить ея псложечніе 

на разверткѣ; для этого построим* на развертке положевіе 

образующей ( Sh, S'h') , проходящей черезе течку . ( у , у ' ) , а 

для э т о г о нужно оте точки А ' , не направленію :А » В 0 , отло

жить А ' Н „ = ah. Соединяя S' се Н„, получим*, прямую S'H,, 

которая будете выражать положеніе образующей ( Sh, & 'Ѵ ) 

на разверткѣ пирамиды. Точка ( у , у ) должна находиться на 

этой лвніи на разстояніи оте вершины пирамиды, -равном* 

( Sy, S'y*). Натуральная длина s ' ï o разстоянія ( Sy,S'y 1 ) 

получится, когда линію (sh, S 'h ' ) повернем* около той же 

оси, около которой вращали бскавыя ребра,, до положенія, 

.параллельнаго вертикальной плоскости проекщій, и постро

им* новое положеніе у - точки ( у , у ) Обратно, если на 

развертке пирамиды дана какая-нибудь течка то. ее лег

ко получить, на поверхности пирамиды, т . е . построить m 
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проекпіи. Для этого соединяем! точку g 1 съ данной точкой 

Y0 и продол»аекъ S'Y„ до встречи съ А'В„, черезъ что по

лучимъ на разверткѣ пслсженіе образующей S 'H 0 . Находимъ 

проекпДи этой образующей, для чего на ребръ основанія г о 

ризонтальной прсекпіи той грани, на которой лежитъ эта 

образующая, откладываемъ стъ соответствующей точки р а з -

с т о я Е І е , равное Â ' ï ï 0 , въ иа і емъ случае на ребръ ab; отло

жимъ аіі = А'Н 0 ; точку h соединяемъ съ S и получаемъ гори

зонтальную проекцію Sh - образующей; по.горизонтальней 

проекціи находимъ вертикальную S'h' , Затъмъ описываемъ 

изъ точки S' радіусомъ S'H e дугу до встречи съ ху въ т оч 

ке Н \ которую соединяемъ съ S', и изъ S' огшсываемъ еще 

дугу радіусомъ 3'Y„ до перес^ченія съ S'H' въ точке по 

которой находикъ у ' -искомую вертикальную проекшііе.По вер

тикальной проекдіи находимъ горизонтальную у, и такимъ 

образомъ искомая точка будетъ ( у , у ' ) . Есакъ, если на по

верхности пирамиды дана, какгя-нибудь фигура, то ее легко 

получить и на разьертке , и обратно, если на развертке д а -

ка какая-нибудь фигура, то ее можно получить и на поверх

ности пирамиды, т . е . построить ея проекціи. Хъ построению 

развертки пирамиды прибъгаютъ въ томъ случае, когда по 

данному чертежу желаютъ построить пирамиду въ натуральную 

величину. Для итого на картоне внрезываютъ развертку, пе:-

регибаютъ ее по ребрамъ S'B,,, S'C0 и S'De такимъ образомъ, 

чтобы ребро S'к0 совпало съ S'A', тогда ломаная линія 

A ,B eC ( ,D,A D сомкнётся и образуетъ периметръ основанія пи-
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рамнды; закрыв* основаніе многоугольником* c eD„A В, , дс -

лучиыъ пирамиду, по размѣрамъ равную той, которая дана 

на чертеж*. 

П О О Т Р О Е Н І Е T H I 1 О T S Ш 5, 

О Г F A H И Ч Е ;н В Ы X Ъ П Л О С К О С Т Я М й. 

Общій пріемъ построенія собственной и падающей i f -

us вояхаго тѣла состоит* в* следующем*: проводят* лучи, 

касательные к* поверхности этого тѣла, параллельно напра-

вленію свѣтового луча, тогда совокупность их* составит* 

цилиндрическую поверхность, обвертывающую данное т іло , а 

кривая касан ія .дилиндра с* даиным* тѣлсм* будет* служить 

линіей отдѣла освѣщенной части отъ неоевѣщенной. Таким* 

образом* построив* линію отдѣла, мы будем* знать, какая 

часть нашего т-ѣла освъщена и какая находится въ тѣни;эта 

тѣнь будетъ собственной тъныо тъла. иостроивъ же сѣченіе 

обвертыЕающаго цилиндра съ плоскостями проекдДй.мы сгра^-

ничимъ на нихъ падающую тѣнь. 

Если данное тѣло есть многогранникъ, то обвертыва

ющей пилиндръ обратится въ призму съ боковыми ребрами, 

параллельными направленію даннаго луча, а кривая отдѣла 

освѣденной части отъ вессЕѣш.еЕНой - въ косой многоуголь

ник*. Посмотрим*, каким* образом* мсжетъ быть построен* 

этот* многоугольник* или линія отдъла на многогранной по

верхности. Для этого замѣтимъ, что если лучъ освѣщаетъ 

хотя одну точку разсматриваемсй грани, то 'Эта П О С ^ Д Е Я Я ' н< 
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всём* - с в о е м протяжевіи будет* освещена, а ©ели нет*, то 

она будет* находиться в* тени, т . е . на одной и той же гра 

ни не может* быть одновременно освещенных* и темных* 

мест*, так* как* прн параллельности падающих* лучен они 

будут* одинаково наклонены к* рассматриваемой грани.Если 

обнаружим*, что одна грань тела освещена, а другая н*т*, 

то линія отдѣла будет* принадлежать линіи их* сѣченія, 

т . е . ребру разематрнваемагс тѣла. Таким* образом*, зная 

освещенный и темныя грани, легко определить линію отде

ла. Етак*, для возможности нахожденія Л Е Н І И отдела надо 

уметь определять :- мсо?ет* ли быть освещена та или другая 

грань тѣла при данном* направлен!*! лучей света, или, что 

все равно, может* ли быть освещена хотя бы одна какая-

-нисудь точка этой грани. 

Ѳбгясшш* этот* способ* построенія линіи. отдела на 

п р я м о й п р и з м * (черт .221) , поставленной осно-

ваніем* на горизонтальную плоскость. Для этого на грани 

( c d , c ' d V d " ) берем* точку ( г , г 1 ) и смотрим*,может* ли 

она быть освещена при данном* направленіи ( R , R * ) свето 

вого луча; оказывается, что эта точка не может* быть 

освещена потому, что луч*, проведенный через* нее парал

лельно ( R , R ' ) , пересекает* грань (Ъс, V c ' t ^ c " ) в* точке 

( h , h ' ) » которая его и задерживает*. Точки ( h , h ' ) свето

вой луч* достает* безпрепятственно, а потому эта точка ,а 

следовательно и грань освещены, грань же ( c d , c ' d ' c " d " ) 

находится в* т-ени. Поэтому ребро (с', с ' с " ) принадлежит* 
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Черт .221. 

линіи отдела. Такимъ образомъ кайдемъ, что ' грани ,горизон

тальная проекціи которыхъ суть af, ab, Ъс, и верхнее о с -

нованіе призмы - освещены, а остальныя грани :- въ тъни, 

поэтому линія отдала будетъ "итти по ребрамъ: ( с , с ' с " ) 4-

f (od , a a d " ï f (de, d V ) 4- ( e f , e " f " ) f ( f , î ' f " ) f 

f (.af, a ' ' f ) 4- ( a b , ' a ' b 1 ) т (be, b ' c ' ) . Построив* тѣнь 

kobafo.TEGCk отъ линіи отдела•на плоокостяхъ проекпДй, по

лучимъ падающую тень отъ даннаго тела. Лннію отдела осве 

щенной части призмы отъ неосвещенной можно еяг,е. построить 

такъ: черезъ одно изъ боковых» реберъ, наприкъръ ( е , е ' е " ) 
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призмы проводим* плоскость ерЕ, параллельно направленію 

падающаго луча, и находим* слідъ ея ер на плоскости 

нижняго осноЕакія; тогда плоскости, параллельныя постро

енной и касательный к* данной призме, будут* т*ми пре

дельными плоскостями, которыя ребрами касанія разделяют* • 

призму на освещенную к темную части. Для нашей призмы 

(черт .221) плоскость ерЕ, проведенная через* боковое реб

ро параллельно (В,В.' ) , будет* плоскостью,горизонтальво-

-проектирующей луч* (В,В*), поэтому горизонтальный след* 

ея ер будетъ параллелен* горизонтальной проекціи В па

дающаго луча; вслѣдствіе этого, если через* вершины f и -

с основанія проведем* линіи fc, и ck параллельно В, то 

он* будут* касательны къ оснсванію и будут* служить г о 

ризонтальными следами '"fx* плоскостей, которыя ребрами 

касанія ( f , f f " ) и ( с , с ' с " ) раздълят* призму на части: 

освещенную (горизонтальная проекддя і'аЪс) и неосвещенную 

(остальная ч а с т ь ) . Зная, что Еерхнее основаніе освещено, 

а нижнее - нттъ, легко получить остальную часть ликіи от

дела, а построив* от* нея падаюіую тень, найдем* и тень 

призмы., 

Падающая тФнь близ* ребер* f e , ed и de будет* силь

нее, чѣмъ тѣнь, находящаяся дальше от* них*. Собственная 

тень на грани (de, c ' c - ' d V ) будет* с-ульнъе около ребра 

( с , с ' с " ) , чѣм* около ребра ( d , d ' d " ) . 
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П О С Т Р О Е Н І Е С О - Б О Т В Е В". Н О Й й 

П А Д А Ю Щ Е Е T I E Е О Т Ъ ' П_Ч_Р_А М_й-

Д ' Н, С Т О Я Щ Е Й НА Г О Р И З О Н Т . А ЛЕ

Н О Й П Л О С К О С Т И Л Р О Е К Д І Й . 

Построим* линію отдѣла оевѣщеннсй части пирамиды 

от* яеосвѣш,енной (черт .222) . Для этого проведем* через*-

вершину пирамиды Л Й Е І Ю (SB , S ' B 1 ) , параллельную направле

нию ^луча падагощаго свѣта, и найдем* слѣды ей B E S; на 

плоскостях* цроекцій. На горизонтальней прсекціи основа-

н ія пирамиды выбираем* так ія точки а и с, чтобы при сое -
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диненіи ихъ съ Б - горизонтальным! слъдсмъ проведеннаго 

луча - получить Д Е Ѣ Л И Н І И аВ и Вс, не пересъкающія оснс-

ванія пирамиды; тогда плоскости aSB и cSB, будучи парал

лельны направлению свътового луча, коснутся пирамиды по 

ребрамъ (aS, a 'S ') и (Sc, S ' с ' ) , которыя и-раздѣлятъ бо 

ковую поверхность пирамиды на светлую и темную части, 

такъ что линія отдела будетъ U s , a 'S ' ) и (sc, S ' o ' ) . no -

строимъ падающую тѣнь на плоскостяхъ проекцій. Для этого 

построимъ падающую тень отъ лиъік отдъла Понятно, что 

тѣнь отъ ребра (as, a 'S ') вз горизонтальной плоскости бу

детъ а£, а на вертикальной - ÎS*, отъ ребра (sc, S ' о ' ) -

будетъ cgS/. Собственная тънь пирамиды будетъ на граняхъ 

(aSb, a ' S ' b ' ) и (Scb, S'b'e-'); горизонтальная прсекція 

этой тъни на нашемъ чертеже видима, а вертикальная - н е 

видима. 

I Р И В H Я Л И H I F, 

Кривою линіей называется геометрическое место точ

ки, движущейся Е Ъ пространстве по какому-нибудь закону 

(или же кривой линіей называется пересѣченіе какихъ-ниб. 

поверхностей). Если точка при движеніи находится въ од

ной плоскости, то кривая называется п л о с к о ю , если 

же э т о у с л о Е і е не соблюдается, то кривая называется кри

вою д в о й н о й к р и в и з- н .н. Въ плоской кривой 

все ея точки находятся Е Ъ О Д Н О Й плоскости, тогда какъ въ 

кривой двойной кривизны точки ея не находятся въ одной 



плоскоотв; примѣром* такой кривой -монет* служить винтовая 

линія . Крон* того кривыя Д І Л Я Т С Я на г е о м е т р и ч е -

с к i я и г р а ф и ч е с к і я . Геометрическими кри

выми линіямн называются т е к і я , закон* образсвэнія кото-

рык* извт.стен* и которыя могут* быть выражены утзавненіямц 

т а к і я кркЕыя могут* быть продолжены в* ту или другую сто 

рону. Графическими кривыми называются тѣ, которыя получа

ются от* черченія на доскѣ или бумагѣ; так*, если мы про-

Черт.223. ^ ведем* произЕОЛЬ-

ную кривую АВ 

( ч е р т . 2 2 с ) , то ока называется графической; т а к і я кривыя 

не могут* быть продолжены в* ту или другую сторону,потому 

что закон* сбразованія их* неизвѣстен*. 

КриЕыя линіи, как* и прямыя, в* начертательной г е о -

метріи выражаются проекціями. Чтобы получить проехціи к а 

кой-нибудь кривой АЕ (черт.224) на плоскостях* проекдій F 

и О., мы должны изъ различных* точек* кривой опустить пер

пендикуляры на горизонтальную и вертикальную плоскости 

проекдій. Проектирующія различных* точек* кривой на какую 

-нибудь Плоскость проекцій будут* между собой параллельны 

совокупность таких* прямых* составит* цилиндрическую по

верхность, поэтому совокупность горизонтально-проектирую

щих* составит* горизонтально-проектирующую поверхность, а 

совокупность вертикально-проектирующих* - вертикально-про 

ектируадую поверхность» и на проекцію кривой мы ' можем* 

сыотрѣть как* на еѣченіе ітроектирующей поверхности съ пло 



скостью проекцій.В* 

. нашем* примѣрѣ (чер.-

тежь 224) горизон

тальной проекціей бу

детъ кривая ab, про

ходящая черезъ подо

швы горизснтально:-

'.-прбектирующнхъ, а 

вертикальной - кривая а ' Ь \ проходящая черезъ подошвы 

вертикально-проектирукіБХъ прямыхъ. Если проекцін кривой 

на плоскостяхъ проекцій даны, то дана и кривая, лежащая 

въ пространств! , петому что если черезъ проекціи прове

дем* проектирушДя поверхности, то пересѣченіе ихъ и 

дастъ кривую. Таким* образом* ъиЧсіс кривой мы можем* 

разематриватъ ея проекцік. Есль плоскости, проекиій совет -

стимъ,- то объ. проекціи кривой расположатся на одной пло

скости; при этомъ проекціи кривой могут* имѣть различныя 

положенья относительно оси ( ч е р т . 2 2 5 ) . Это заЕвсит* отъ 

Черт:225: . того, в* каком* из* 

углоЕ* пространства 

находится разематрива-

емая часть кривой и 

как* она расположена 

относительно плоско

стей проекцій. Проекциями кривой вообще служат* кривыя, 

но .въ частных* случаях* проекціями кривой могут* служить 
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и отрѣзки прямыхъ, при чемъ это о б с т о я т е л ь с т в о указыва

е т ! на то , что кривая будетъ плоскою. Если плоскость кри

вой наклонена къ обѣимъ плосксстямъ проекцій, то проекци

ями кривой будутъ кривыя линіи, если плоскость кривей 

перпендикулярна къ одной изъ плоскостей проекціи,то кри

вая проектируется на эту плоскость въ прямолинейный о т -

рѣзокъ. Если кривая .- плоская и лритсмъ находится въ про

фильной плоскости, то объ ея прсекціи выразятся прямоли

нейными отрѣзками (a'b, а ' Ъ ' ) ( черт .226 ) , перпендикулярны-

U û M 9 9 R ми къ оси ху, Черт.226. 

а для того, 

чтобы нмъть 

понятіе о фор-

Mi кривой, мы 

ДОЛЖНЫ ЕМѣТЬ 

совмѣщеЕнсе 

положеніе этой 

кривой на од

ной изъ плоско

стей п р о е щ і й . 

При такихъ у с -

ловіяхъ мы можемъ построить проекціи какой угодно точки, 

принадлежащей данной кривой. 

Если обѣ проекціи кривей суть ЛИНІЙ КРИБЫЯ, то ли -

н і я , ими опредѣляеная, можетъ быть и плоской кривой, и 

кривой двойной кривизна Положимъ, намъ нужно по данннмъ 
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Черт,227 проекціямъ кривой(ас, 

а ' с ' ) (черт .227)узвать , 

будетъ ли она плоскою 

или Двойной кривизны. 

Для этого беремъ на 

кривой три т о ч к и ( а , а ' ) , 

( b ,bO и ( с , с ) и ч е 

резъ нихъ 'проводимъ " 

плоскость, и затѣыъ • 

смотримъ, будутъ ли находиться сстальныя точки кривой въ 

этой плоскости: если будутъ, то кривая - плоская, въ про-

тиьноыъ случае сна - двойной кривизны, иногда по проекпі-

ЯІІЪ кривой ногно сдфлахь заключение о томъ, будетъ ли дан

ная кривая плоская или двойной кривизны: если одна изъ 

проекдій кривой - прямая линія, то сама кривая будетъ пло

скою, если не одна проекція будетъ сомкнутая кривая,а дру

гая - отрѣзокъ вогнутой или выпуклой кривей, то сама кри

вая будетъ двойной кривизны. Вообще, когда форма одной 

проекціи кривой резко отличается отъ другой, то это обсто

ятельство елужитъ признаком того , что кривая ^ДЕОЙНОЙ кри

визны. 

Следами кривой называются точки встречи е,я съ пло

скостями проекцій. Полсжимъ, надо построить слъды кривей 

(ab, а г Ъ ' ) ( ч е р т . 2 2 7 ) . Тогда изъ точки встречи вертикаль

ной проекціи съ осью везстэвляемъ къ ней перпендикуляр! 

р.01 до пересѣненія 'съ горизонтальной проекціей въ точке, о, 
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которая и будетъ горизонтальны»* слідом* кривой, а возг-

ставивъ-перпендикуляр* е е ' изъ .точки встрѣчи горизонталь

ной проекпіи съ осью до встрѣчи съ вертикальной проекци

ей кривой, получимъ точку с ' , которая будетъ вертикаль

ным* слідомъ кривой. Если же проехціи кривой не пересе

кают* оси проекдій, то' слѣды: кривой не всегда можно по

строить. Если кривая геометрическая, т. .е. .такая, закон* 

образования которой извѣстенъ, то слѣды ея можно постро

ить:, -потому что такую кривую можно продолжить; если ъь 

кривая, графическая, то слѣдовъ ея нельзя построить, п е 

тому что, не зная закона ея теченія , ее нельзя продол

жить. КриЕая линія можетъ имѣть или одинъ, или два, или 

З'вскслько слѣдсвъ, но можетъ случиться, что не- -имъетс" 

ни одного; эте зависитъ отъ вида кривей и ея располс5е- : " 

Б . І Я относительно плоскостей проехцій; например*, окруж

ность можно расположить так*, что она будетъ' имѣть "Шь 

слѣда, или' так*, что оие 'не будетъ имъть Б Е одного. Ее-- -• 

ли данная кривая есть - синусоиде, то она можетъ имъть ^ 

или несколько СЛѣДСЕЪ, или ни одного. 

Касательно» къ кривей въ Жанной точи* называется 

предѣльное псложеніе сѣкущей, къ которому" сна стремвтея, 

когда другая ея точка пересѣченія стремится совпасть"с* 

первой. Таким* образом*, если точка м ' (черт.228) -перё-

•сѣченія сѣкущей ш'оъ кривой AB - стремится совпасть съ " 

точкой І, то сѣяуцая ш' стремится к*'своему предельно

му полсненію МТ, которие в называется касательной к* 

И. Е. МИХАЛЕВСЩЙ. типо-лит. ю. ВЕНЕР-Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъіб-й. 
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Черт,228 данной точкъ ¥ . От-

нссительно касатель

ную теореыу: 

ной докакемь следую-

прямая касается кри-

если 

касается проекцій 

кривой "(черт. 228). 

вой, то ея проекція 

Для доказательства 

п р о Б с д о ъ сѣкуіую KT и КЙУСДШАЪ ея проекдію шѣ* на пло

скости Р Если точке М1 приближается къ М, то и m1 при

ближается къ ж, и когда М? ссвпадетъ съ М, т . е . секущая 

К'Т' обратится въ касательную ¥Т, то и съкущая тѣ 1 обра

тится въ касательную шѣ къ кривой at. Это и показываетъ, 

что есль прямая касательно, къ кривой, то ея проекдіи к а 

сается проекпія этой кривой. Такимъ образомъ, чтобы про

вести к а с а т е л ь н о ЕЪ какой-нибудь точкъ крнвои, данной 

проекдіями, достаточно построить касательння къ проекці-

ямъ этой кривой въ рассматриваемой точке, которыя и оп

ределять касательную къ кривой въ пространстве.Еужно з а 

метить, что существуют^ способы проЕеденія касательныхъ 

только къ геометрическижъ кривьшъ; зная уравненіе кри

вой, кы можемъ строго провести къ ней касательную;къ г р а 

фической же кривой яожно провести касательную только при

близительно. Касательная ыоветъ и пересѣ іать жривуюгтакъ, 

наприкеръ, если съкущйя вращается около'точки M (черт. 
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Черт.229. 229-ый), так* что 

Т О Ч К И М1 и M"стре

мятся совпасть ст 

M, то предельным* 

положевіей* этой 

секущей будетъ 

прямая Т, каса

тельная къ точке 

M, въ которой она въ то же время пересекает* кривую. ' Еъ 

точке M кривая изъ вогнутой становится выпуклей: эта точ

ка M называется т о ч к о й п е р е г и б а . Вообще, 

касательная къ кривой можетъ иметь съ ней несколько об

щих* точекъ (например*, касательная къ спирали;. Если да

на геометрическая" кривая, то легко построить ея проекдіи. 

Построим* проекціи окружности, лежащей въ данной плоско

сти. Положим*, что окружность дана в* плоскости ы.&т~ » 

перпендикулярной к* горизонтальной плоскости; в* этой 

плоскости пусть дано- положение центра ( о , с ' ) и величина 

радіуса R (черт.2-30). Горизонтальная проекція окружности 

будет* cd = 2Е, т . е . прямая, совпадающая с* горизонталь

ный* слѣдок*о^/ь , а вертикальная - эллипс*. Чтобы постро

ить этот* эллипс*, найден* на вертикальней и-ссвостн С О Е - -

мощенное положеніе 0 центра ( о , о ' ) и из* точки 0 р а д і у -

сом*, равным* R, опишем* окружность, которая Еыразнт* с о 

вмещенное положеніе;данной окружности. Затѣм* проведем* 

в* этой окружности два взаимно-перпендикулярных* діаметра 
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Черт.230. 

ДБ и CD, изъ которых^ второй параллеленъ оси ху, т . е . па 

раллелен* горизонтальней плоскости проекцій, а первый къ 

ней перпендикулярен^ Діаіетръ AB проектируется на гори

зонтальную плоскость въ точку 0, а за вертикальную - въ 

натуральную величину ( â ' b ' ) , и потому онъ будетъ служить 
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большой осью искомаго эллипса, діаметръ же CD на горизон

тальную плоскость проектируется въ натуральную величину. 

cd, а на вертикальную - въ прямую c ' a 1 , перпендикулярную 

къ a ' b ' ; c ' d ' будетъ служить мал СУ. осью эллипса. Зная 

оси эллипса, легко построить и самый эллипсъ по точкам*. 

Мы употребимъ нѣсколько иной пріемъ для отысканія точекъ, 

принадлежащих* эллипсу, а именно: если въ окружности 

проведемъ рядъ хордъ MH,PGL, параллельныхъ діаметру АЕ и, 

какъ обыкновенно дѣлаютъ, симметрично ему расположенных*, 

и возвратимъ плоскость oCß>y~ Е Ъ первоначальное положе-

н і е , то получимъ ряд* точек* m', п ' , р ' и q'1, принадле

жащих* вертикальной проекпд.?: окружности; построив* до

статочное число точек* и соединив* их* по лекалу, полу

чим* эллипс*, выражаюдій вертикальную проекцію окружно

сти. Если окружность находится в* плоскости, перпендику

лярной къ вертикальней плоскости проекцій, то псстроеніе 

ея проекдій подобно предыдущему. Разница будет* только 

в* том*, что вертикальной проекцией будетъ отрѣзок* в е р -

тикальнаго следа плоскости, а горизонтальной - эллипс*. 

Положим* теперь, что окружность находится в* пло

скости ot-Jh^ (черт .231) , наклоненной к* обеим* плоско

стям* проекщій, и в* этой плоскости она определяется 

центром* ( с , с ' ) и величиной радіуса . Для построенія про

екций этой окружности, которыя будут* эллипсами, "совме

стим* данную плоскостьoCjb^~ с* горизонтальней плоско

стью проекпДй к найдемъ совмѣщеніе центра ( „ с , С ) , т . е . 
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точку С; для этого проводим* черезъ центр* горизонталь 

(ск, с ' к ' ) и находим* ея совмѣщеніе CK; опустивъ изъ точ

ки с перпендикуляр* ваосу2> до встрѣчи съ CK, получим* 

точку С - соЕ!ѵ:тщеніе центра (с , с ) . Из* этого центра опи

сываем* данный* радіуссые окружность, которая и вьтазит* 

совмѣшеніе данной окружности. По совмещенному положенію 

окружности находим* ея проекции. Прежде построим* горизон

тальную проекцію; для этого проведем* в* этой окружности 

два перпендикулярных* діаметра AB и DE, при•чемъ второй 

проведем* параллельно горизонтальному с л ѣ д у ^ у З данной 

плоскости. Діаыетр* m, какъ параллельный горизонтально

му, слѣду, будетъ проектироваться на горизонтальную пло

скость проекцій въ натуральную величину de параллел.<*/3, 

между тѣм* как* всѣ остальные діаыетры, как* наклонные , 

к* горизонтальной плоскости, будут* на нее проектировать

ся в*'величину, меньшую натуральной, и потоку горизон

тальная пРоекція діаметра DE - линія de - будет* большой 

осью эллипса, выражаюш.аго горизонтальную проекпік- данной 

окружности. Построим* теперь горизонтальную прсекцік д г г -

метра АЕ, для- чего через* точку А проведем* АН.параллель

ного ^ ; эта- параллель выразит* еовмѣіценіе Фронтали, и 

потому ея горизонтальная проекція полупится, если через* 

II проведем* прямую На, параллельную оси проекпДй ху. f ö n -

ка встречи этой прямой с*: перпендикуляром*, опушеянш* 

изъ точки А нас^/3: , т . е . точка а и--будетъ горизонталь

ной проекціей А. Отложив* на продолженіи линіи ас :длиду 



Ъс, равную ас, получим* точку Ь, которая будетъ горизон

тальной проекціей Е. Линія ab, очевидно, есть малая ось 

эллипса. Построивъ по осямъ эллипсъ, получимъ горизон

тальную проещію окружности. Горизонтальную проекцію мож

но построить по точкам*; для э т о г о нъ окружности п р о в е 

демъ ряда хорд*, параллельных* діаметру АЕ и, какъ обык

н о в е н н о дѣлают*, сикметрично съ ним* расположенных*;най

дем* по извѣстным* праЕилаиъ проекціи крайних* точекъ 

этих* хордъ, такъ что точки f, s, q и р будутъ соответ

ственно проекциями точекъ Р, S, Q. и Р. Такимъ образом* 

можно получить сколько угодно точекъ, принадлежащих* г о 

ризонтальней проекщіи окружности; соединив* эти точки по 

л е к а л у , получим* искомый эллипс*. Для поетроеяія верти

кальной проекцін окружности проведемъ в* ней два д іаме-

тра: NL параллельно J^>'^7 й UV перпендикулярно т. Д і а -

метра, NL, какъ параллельныйß>^ > будет* параллеленъ 

вертикальной'плоскости проекдій и потому проектируется 

на э т у плоскость въ натуральную величину, которую мы по-

лучим*, отложив*-от* точки, с ' на линіи n ' l ' паралл. y ^ " 5 4 

до радіусу въ ту и другую сторону. Діаметр* UV проектиру

ется на вертикальную плоскость по линіи, перпендикулярной 

къ п ' Г или, что все равно, перпендикулярной къу2>^"Ѵ Для 

полученія длины вертикальной проекціи этого діаметра (UV) 

проведемъ через* 0- прямую Uz, параллельную ß>jj^', верти

кальную проекдію которой z 'u 1 -найдем*, опустив* из* точки 

z перпендикуляр* на ху и проведя черезъ полученную точку 
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z' прямую z'u* п а р а л л е л . p , - ^ > которая и будетъ искомой 

вертикальной проекдіей. Пересечен!е Л Й Н І И а.'и' съ перпен

дикуляром*, опущенным* изъ с ' и даст* точку и ' , 

вертикальную прозкцію точки U. Отложив* на том* же пер-

пендикуляр* линію c 'v' от* точки с ' , получим* прямую u ' v ' , 

которая и будет* малой осью эллипса. Построив* по найден

ным* осям* эллипс*, получим* вертикальную, проекдію дан

ной окружности. Из* этого построенія проекцій круга вид

но, что горизонтальной проекиДя dfape соотвѣтстзует* вер

тикальная проекція d ' n ' v ' е ' , а горизонтальной däbqe соот

ветствует* вертикальная d ' u ' l ' e ' ; поэтому, чтобы по .вер

тикальной проекции точки К' круга построить горизонталь

ную, нужно брать точку К, а н е . К 0 . 
_ Q 

Е Т О Р ' А Я Ч А О Т Ь. 

О П О В Е Р Х H О С Т-Я л Ъ. 

П о в е р х н о с т ь ю называется геометрическое 

место Л Й Н І Й , движущейся в* пространстве по какому-нибудь 

закону. Закон* движенія может* состоять в* том*, что к а 

кая-нибудь точка движущейся линіи постоянно находится на 

некоторой неподвижной кривой. Например*, если кривая CD 

(черт.232) неподвижна, a крииая AB движется таким* обра

зом*, что какая-нибудь ея точка Е скользит* по CD, занй-
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мая последо

вательно по

ложения : Е ' , 

I Я , Е м £ ід , 

то это и бу

детъ опреде

лять закон* 

движенія-ли-

ніи ÂE, которая производит* таким* образом* поверхность. 

Так* какъ лннія ÀB производит* поверхность, тс она назы

вается п р о и з в о д я щ е й или о б р а з у ю щ ей; 

линія же CD направляетъ движеніе образующей и потому на

зывается н а п р а в л я ю щ е й . 

Образующая линія может* быть посшояннаго вида^ и п е -

ремѣннаго, т . е . может* сохранять свои размѣры при движе-

ніи или ИЗМЕНЯТЬ их*; она можетъ быть прямою или кривою. 

Если образующей служит* пряная (черт .233) , то по

верхность, ею 

описанная, на

зывается л и-

н ё и ч а т ою; 

если же кривая, 

то поверхность 

называется 

к р и в о ю . Линейныя поверхности бывают* двух* .родов*: 

р -а з г в ' б а в щ і я с я и н е р а з г и б а -ю ш. і я -
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С Я И Л И К О О Ы Я . 

Разсыотримъ поверхности линейчатыя. Если.образующая 

AB ( ч е р т . 2 3 5 ) движется такъ, что два смежных* ея положе-

н ія -находятся въ одной плоскости, например* AB и А ' В ' , Т О 

поверхность называется, разгибающейся, потому что она мо

жет* развернуться в*.плоскость без* разрыва между частями. 

Действительно, положишь что мы имѣем* такую-поверхность; 

проведя плоскости через* каждня два -положения образующей, 

получим* поверхность многогранника, и если смежный положе:-

н ія образующей чрезвычайно близки, то грани этой поверхно

сти будут* чрезвычайно малы, так* что поверхность мы мо

жем* разсматрнвать как* состоящую из* безконечно большого 

числа безконечно узких* граней; но такую поверхность л е г 

ко развернуть в* плоскость. Для этого примем* плоскость 

какой-нибудь грани, доложим* А В А ' В ' , за ту, съ которой бу-. 

дут* совыъщены остальныя грани; тогда, чтобы смежную- грань, 

і ' В ' А " Б " совмъстить съ этой.плоскостью, будем* вращать ее 

около А ' в ' Д О совпадения еъ первой гранью; третью грань 

будем* вращать около А " В " до совпаденія съ двумя первыми 

гранями и т . д . ; таким* образомъ развернем* эту поверхності 

в* плоскость. Но если два смежныхъ положенія ооразующей, 

как* бы близки они ни были, не находятся въ одной плоско

сти,, то поверхность будет* косая или неразгибаюідяся. Къ 

поверхностям* разгибающимся относятся дилиндринескія и к о -

ническія . Цилиндрическая поверхность происходит* от* Д Е Й -

женія прямой AB (черт.233) по некоторой кривой OD таким* 
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образом*, что эта пряі/ся всегда сохраняет* псложеніе, па

раллельное первоначальному, т . е . сбразующія AB, A ' B ' , A"ß!'.. 

параллельны между собой- йз* этого опредѣленія цилиндриче

ской поверхности следует*, что два смешных* псложенія об

разующей находятся в* одной плоскости и, следовательно, 

эта поверхность относится к* классу разгибающихся. 

Коничеекія поверхности происходят* от* движенія при

мой АЬ (черт.234) по некоторой кривой Щ, при чем* одна 

изъ точек* этой прямой постоянно проходит* черезъ непо

движную тючку S, называемую вершиной или 'центром* кони

ческой поверхности.- Зта поверхность состоит* из* двух* 

частей или двух* полъ^ которыя соединяются в* точкѣ В. -

Закон* образованія ЭТОЙ поверхности указывает* .на то, 

что сна принадлежит* также к* числу разгибающихся поверх

ностей, потому что два смежных* положенія образующей на

ходятся в*-одной плоскости. 

Если, кривая CD (плоская или двойной кривизны) вра

щается около неподвижной прямой '00*' (черт .235) так*, что 
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Черт.235. 

ся на прямой СО'', a радіусомі служит* разс-тсяніе стой точ

ки кривей до прямой 00' , и обратно: всякое сѣчеше такой 

поверхности плоскостью, перпендикулярной к* О С , будзтъ 

круг*, центр* котораго будет* находиться на прямей 0 0 ' . Н е 

подвижная прям8я 00' называется ОСЬЮ поверхность Бращенія, 

э ЛЕНІЯ CD - образующей ея. одна, и та fee поверхность мо

жет* быть образсЕанэ дви:кевіем* различных* линіи, напри

мер*, разсмотрѣнная поверхность вращенія, была образована 

конвой OD» • но эта Fe поверхность может* сыть образована 

движекіем* круга переменного ред іуса . Дтйствитечьно,вооб

разим*, что круг*, котораго плоскость перпендикулярна къ 

00 ' , .центр* R - находится на этой ликіи и конец,* радіусг 

Р - н а кривой OD - перемещается, оставаясь постоянно пер-

пендйкулярыыыъ къ 00 ' , к притом* радгус* этого круга и з 

меняется такъ, что конец* его Р ПСОЕОЯННО находится на т-

каж/Гая точка кривой cd 

сохраняет* свое р а з с т с -

ян іе от* этой прямой,то 

лннія CD образует* кои--

вук поверхность,называ-

'емук гі о Е- е р X н о-

с т ь ю в р а щ е н і я ; 

при таком* ДЕиженІЕ каж

дая течка кривой OD опи

сывает* окружность, 

центр* которой находит-
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ніи CD: тогда етотъ кругъ прсизвсдитъ поверхность, кото

рая раньше получилась, отъ враденія кривой CD-, 

Если CD и 00' лежатъ въ одной, плоскости, то CD на

зывается м е р и д і а Е о и ъ поверхности вращенія,или 

вообще всякое съченіе поверхности враі.енія плоскостью, про

веденной черезъ ось вращенія, называется меридіаномъ, а 

сѣченіе плоскостью, перпендикулярной къ оси вращенія, на 

зывается п а р а л л е л ь ю . Въ вашемъ случай окружно

сти О С , GIF, DD1 будутъ параллелями поверхности. 

Разсмотримъ теперь поверхность, образуемую движені-

е;іъ касательной къ кривой двойной кривизны к дска;і:емъ, что 

эта поверхность разгибающаяся. Еозьмемъ ЕЪ пространств! 

рядъ ьряіпыхъ Л И Е І Н АА«, БЕ' . СС и т . д . (черт.236) так(ь, 

чтобы онъ по-

' парно лежали въ 

одной плоскости, 

т . е . чтобы АА'и 

ЕЕ' лежали въ 

одной плоскости 

(онъ пересекают

ся въ точкі а ) , 

BE' ЕЪ одной 

плоскости съ С С , 

СС* - съ DD' и 

т . д . , и притомъ 

чтобы каждыя две смежныя плоскости не совпадали, а составля

е т . 236 



ли между собою весьма малый двугранный уголъ. Тогда мы 

получимъ ломаную линію abed.. . . , расположенную К Ь К Ъ - Н Е -

будь въ пространстве. Проведя черезъ каждыя две смежныя 

образующая плоскости, получимъ некоторую многогранную по

верхность, состоящую вообще изъ диухъ пелъ: одну полу е о 

ставляютъ грани- АаВ, БЪС, CeD. . . . , а другую - грани . 1 І а £ 

В ' Ь С , С 'сР ' -Если грани AaB, BbC, CcD и т . д . будутъ 

уменьшаться, приближаясь къ нулю, равно какъ и двугранные 

углы,, составляемые каждыми двумя последовательными граня

ми:, то въ пределе каша многогранная поверхность обратится 

въ кривую, ломаная a b e d . . . . - въ кривую двойной кривизны. 

Докажем* теперь, что эта поверхность разгибающаяся. Для 

этого буземъ разематривать ее какъ многогранную поверх

ность, грани которой очень-малы. Примем*'плоскость какон-

-нибудь г р а н и .АаВ з а ту, с* которой будем* совмещать о с -

тальныя грани, тогда, чтобы совместить съ sтой плоскостью 

грань ВЪО, б.удемъ вращать ее около ребра ВЪ до совпаденія 

щ первой гранью; грань CcD будем* Еращать около ребра Сс 

и т . д . , и такимъ образом* развернем* первую полу данной 

поверхности въ плоскость. Подобно этому MOJSEO развернуть 

и вторую полу поверхности, йтакъ, если мы имъемъ какую-

нибудь кривую Ш двоякой кривизны-(черт.237) . то,двигая 

Черт.237. 
по ней касательную AB, 

получимъ разгибающуюся 

поверхность, кривая Ш 

называется р е б р о мъ 
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в о з в р а т а разгибающейся поверхности. 

Косая или неразгибающіяся поверхности бывают* двух* 

родов*. К* первому роду относятся тѣ поверхности, Е С Ѣ об 

р а з у й с я которых* параллельны какой-нибудь плоскости. Та-

к і я поверхности называются ц и л и н д р о и д а м и . 

Плоскость, параллельная образующим*, называется, н а п ра -

5 л я ю щ е к п л о с к о с т ь ю . Б* косых* поверхно

стях* второго рода образующія не параллельны одной поверх

ности. Для того, чтобы построить поверхность перваго рода, 

надо знать кромѣ напраьляющей плоскости еще двѣ направля

ющ! я линіи. 

Пусть даны направляющія линіи А и Б и направляющая 

плоскость Р ( ч е р т , 2 3 8 ) . Чтобы построить поверхность перва

го рода, берем* на прямой А произвольную точку Е и прово

дим* через* нее плоскость р ' параллел. Р. Точку F встрі-:-

Ч Й E T о й плоскости с* напра

вляющей Б соединяем* с* S и 

получаем*"образующую и с 

комой, поверхности, так* какъ 

ЕР параллел. F и пересека

ет* об* напраЕляюнДя А и Е. 

І І О О Е О Д Я ряд* подобных* пл.о-

сксстей, мы получимъ ряд* 

образующих*, и, если плоскости возьмем* достаточно . близ

ко одну к* другой, то получим* изображеніе поверхности 

перваго рода. 



Если одной изъ направляющих* служит* прямая, то т а 

кая поверхность называется к о н о и д о м * . Чтобы по

строить такую.поверхность, поступаем*, как* и в* предыду

щем* случаѣ, т . е . проводим* образующія поверхности,парал

лельно направляющей плоскости ( ч е р т . 2 3 8 ) . 

Е* архитектур* Е с т р ѣ ч а -

етея кснсйдальная поверхность, 

у которой одной направляющей 

служит* прямая, перпендикуляр

ная к* направляющей плоскости, 

а другой - окружность или э л 

липс*, лежажДй въ плоскости, 

то;і;е перпендикулярной къ направляющей плоскости. Еаллисъ 

Назвал* ее к о н о и д а л ь н ы м ъ к л и н о м * . По

строим* проекпДи коноидальнаго клина. За кривую направля

ющую возьмем* полуокружность, діаметръ которой совпадаетъ 

съ осью ху, а за прямолинейную .- прямую ( а , д\а"),- перпен

дикулярную къ горизонтальной плоскости проекцій, такъ что

бы вертикальная ея проекція проходила черезъ центр* окруж-

ности Ъ а " с ' ( ч е р т . 2 4 0 ) ; за направляющую плоскость примем* 

горизонтальную плоскость проекцій- Для построенія образу

ющих* проводим* р я д * плоскостей, параллелькыхъ горизон

тальной плоскости проекцій,и соединяем* точки пересѣченія 

тъ съ ваправляюиими (Ъс, Ъа"с) и (а , а 1 а " ) . Еерхняя о б р а 

зующая (а , а^а") получится, если мы проведем.* плоскость 

параллельно направляющей плоскости так*, что ея верз?нкаль-

И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. тйпо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь Ц Ѵ 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТР!Я. лястъ 17-й. 
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Черт.240. 

ннй слѣдъ к а с а 

ется п о л у к р у г а 

въ точгѣ а 1 ' .По

л у ч е н н а я обра

зующая (а а' , а п ) 

будетъ п е р п е к -

ДЕкулярна XX 

вертикальной 

ПЛОСКОСТИ'ПРО-

е к ц і й . Постро

им* еіде дві : к а -

хія-нибудь о б 

р а з у э д і я ; для 

этого проводишь плоскость pq параллельно горизонтальной 

плоскости проекдій. Эта плоскость пересѣчет* полукруг* 

в* точках* (m,m') и ( п , п ' ) , а прямую (а , а ' а " ) - в* точ

ке ( а , а" ' ) ; . соединяя точки ( ш , т ' ) и ( п , п ( ) съ ( а , а " ' ) , 

получим* двъ образуіоція {am, а" ' а з ' ) и ( an , а"' п 1 ) . Про

должая проводить подобный плоскости, мы получим* рядъ об

разующих*, которыя и составят* изображеніе поверхности, 

называемой коноидальнымъ клином*. 

Проотійіею из* неразгибащгхся поверхностей служит* 

такъ называемая к о с а я п л о с к о с т ь или г л -

й е р С о л и ч е . с к і й п а р а б о л • о и д 

Эта поверхность перьаго рода..и образуется от* дви

жения, прямой линіи -по даукъ прямолинейным* н а п р а в л я щ ш г , 
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не леждщимъ въ одной п л о с к о с т и , о с т а в а я с ь в с е время п а 

р а л л е л ь н о й данной направляющей п л о с к о с т и . Если бы п р я м о 

линейный н а п р а в л я щ і я лежала въ о д н о й п л о с к о с т и , т о при 

д в и ж е н і и по нимъ прямой п о л у ч и л а с ь бы обыкновенная п л о 

с к о с т ь . 

Черт .241 , 

О Б Щ Е Е С В О Й С Т В О П Л О С К О С Т Е Й , К A GA-

Т Е Л Ь И Ы Х Ъ К Ъ П О В Е Р Х Н О С Т И . 

Воѣ п о в е р х н о с т и по отношенію къ к а с а т е л ь н о й п л о с к о 

сти обладаютъ слѣдующимъ с в о й с т в о м ъ : е с л и ч е р е з ъ к а к у ю -

- н и б у д ь т о ч к у M по п о в е р х н о с т и п р о в е д е м ъ кривыя лиыіи IE , 

CD., I F . . . . ( ч е р т . 

241-НЙ) И ЕЪ НИМ! 

к а с а т е л ь н ы й линіи 

мт, ш1, мг...,, 

то всѣ онѣ б у д у т ъ . 

н а х о д и т ь с я въ од

ной п л о с к о с т и , н а 

зываемой к а с а 

тельной п л о с к о 

стью къ давней 

кривой п о в е р х н о с т и въ разематриБаемой иоч0. Чтобы о п р а в 

д а т ь т а к с е о п р е д ѣ л е н і е к а с а т е л ь Е с й п л о с к о с т и , д с к з ж е і і ъ , чі-о 

Е С Ѣ к а с а т е л ь Е н я линіи къ ра 'зекетрЕвае^аыъ краььмъ въ ю ч -

ііѣ M н а х о д я т с я въ одной п л о с к о с т и . Для этого проводима, че 

резъ точку M (черт ,24?) три разлдчмнхъ кривых! Ab, CD H jfrfi Е Р 
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Черт.242. и кч ним* каса-

тельння Mt, Mt' и 

til", к будеиъ 

рассматривать дан

ную поверхность 

какъ прел сведшую 

отъ-дыикенія кри

вой M UQ ДЬУМ'Ъ 

направляюцимъ: I B 

к OD. iïycî'b,. одно 

пзъ положен!!! этой 

линів будетъ VI'; соединяя точку M съ точками ьстрѣчн ея 

H я F съ кривыми 13. и CD, получйкъ треугильвикъ Ш'В, с т о 

роны котораго MS, NP и Ш суть с ікуц ія крившгъ CD, E'î-' к 

AB. Положимъ теперь,, что ЛЙНІЯ Е'В" движется «о обратному 

направлен!», тогда можно предположить, что она занимаете 

•последовательно тъ места, которая она занимала при двнда-

ніи Я2ъ яоложенія Ш къ Е*Г*, Іри G Î O ^ Ï . обратнс-яъ д ы ш е -

ніи точки Е ?: Р будут.ъ -приближаться къ'М,- потому чіс кри

вая Е 'Р 1 пригілвагется къ I F , сѣ іуцая т. à• также сѣкуцін 

MP и M стремятся совпасть съ касательными къ ; разсматрй-

ьаемымъ криЕнмъ БЪ ТСЧК-І M'. Ха-да I ' F 1 совпадет* съ EF , 

то сѣкуцая Ж обратится зъ касательную M t ' , сѣкдая- MP -

въ касательную Mt; но такъ какъ сткуждя оставались все 

время ЕЪ одной плоскости, тс предельная ихъ положения, т . е. 

каегтельныя Mt, Mt', Mt" судутъ тоае въ одной плоскости. 
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р т . 2 4 3 . Белѣдствіе то 

го» что кривая 

EF была взята 

произвольно, 

заключаем!,что 

вт плоскости, 

определяемой 

касательными мі и ut', будут* находиться касателышя;..кс 

всякой кривей. -Итак*, касательная плоскость представляет* 

геометрическое мѣсто касательных* ЛЙЕІЙ по всевозможным* 

кривым*, проходящим* ч е р е з * данную точку по поверхности. 

І гк* как* плоскость -определяется двумя пересѣк£іош,к:<шся 

прямыми, то для построенія касательной ПЛОСКОСТИ Ь * к а 

кой-нибудь точхі M поверхности, ME должны пс дсьерхности 

провести две крЕЕья-АБ #• CD (черт .243) и къ ним* касатель-

ныя Mt и М-ъ', которыя и определят* искомую касательную 

ІГЛОСКОСТЬ. Если равсиатриваеи* поверхность линейчатую, т.е, 

дроиожедауй отг дыженія прямой линів , то через* каждую 

точку ея- моагяо провести прямолинейную образующую АВ, к о -

сти, потому что эта 

торая (черт.244) бу -

касательной плоско-

послідняя содержите 

касательная іиніи ко 

всякой кривой, гшо-

дет* находиться в* 



Черт.245. 

веденшй через* данную точку поверхности, а следовательно 

и касательную къ прямой АЕ, которая сама есть АЕ, Чтобы 

получить другую прямую, принадлежащую касательной плоско

сти, проведем* через* точку M прямой AB какую-нибудь кри

вую CD и к* ней касательную Mt, тогда плоскость ВМѢ и бу

дет* искомой. 

Мы знаем*, что ЛЕвеичатыя п о в е р х н о с т и бывают* р а а -

г и б а щ і я с я и косыя, и тек ія п о в е р х н о с т ь со отношеніж к* 

касательной плоскости существенно различаются ме&ду собой. 

Б* поверхности 

разгибающейся 

касательная пло

скость касается 

поверхности по 

в с е й Д Л Й Е Ѣ о б 

разующей AB, и 

е с л и ьъ точк* M 

проведем* каса^ 

тельную пло

скость, то каж

дая точка пря

мой АЕ будетъ 

служить точкой прикосяовенія, а если з * различных* точках* 

1\ и W и т . д . прямой АЕ (черт.245) проведем* касательный 

п л о с к о с т и , то онѣ с о в п а д у т * Б * одну, такъ что касательная 

п л о с к о с т ь б у д е т * о д н а и та же для различных* точек* пря-
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мой АБ. Если же разскатризаемая поверхность - косая или 

неразгибающаяся, то для каждой точки прямой образующей 

касательная плоскость икѣет* свое положеніе, так* что 

плоскости, касательная къ поверхности Е Ъ точкахъ M и М* 

( ч е р т . 2 4 6 ) , образуют* между сооЪй нѣкоторый уголъ. До

кажем* это свойство касательной плоскости. 

Возьмемъ разгибающуюся поверхность, т . е . такую, 

въ которой д ь а смежных* положевія образующей AB и А'В' 

лежат* Е Ъ одной плоскости ( ч е р т . 2 4 6 ) , и проведем* къ ней 

въ точкахъ (,{ и М ' образующей AB касательный плоскости BMt 

и BM't ' и д о к а ж е м * , что онѣ совпадаютъ въ одну. Для э т о 

го с о е д и н и м * Т О Ч К Е M и М ' съ точками N E въ которых* 

кривыя MF и -M'N', проведенный черезъ точки К и К' по дан

ной п о Е е р х н о с т и , пересѣкаютъ смежную образующую А'В ' , ч е 

резъ ч т о получим* плоскій четыреугольникъ të'N'MN ( он* 

плоским* б у д е т ъ потому , что АБ и і г В 1 находятся въ одной 

плоскости), стороны Е с т о р а г о суть сѣкущія криввхъ ÏŒ и 

M 1 ï ï r . 

Далѣе положимъ. что образующая А'В 1 приближается къ 

AB, т о г д а точки I и N ' будут* приближаться къ I и X ' , а 

сѣкуіДя Ш и М Т І ' соотвѣтставжо будутъ приближаться къ 

касательным* Mt ш M' f . Когда А 'В ' совпадет* с* 1В, то 

сѣкущія превратятся въ касательныя Mt и М'ѣ г , но так* какъ 

он'! находятся Есе время зъ одной плоскости ВЬШ, то и пре-

дѣльння их* положенія тоже находятся Е * одной п л о с к о с т и , 

т . е . плоскость• ВМі ' совпадет*, с* плоскостью ВЫ"1 f , а это 
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показывает*, что касательный плоскости къ поверхности въ 

точкахъ К и М1 будутъ одной и той же плоскостью, или ка 

сательная плоскость касается поверхности пс всей длин* 

ос^азущей . Еслѣдствіе зтсго , если надо построить каса 

тельную плоскость къ разгибающей поверхности въ данной4 

•ючкѣ, то е е исто построить .въ какой-нибудь другой 'точ

ке той ве образующей. Такъ какъ поверхности дилиндриче-

с к і я и коннческія суть разгибающіяся, то къ такимъ по-

верхЕсстямъ касательный плоскости будутъ прикасаться по 

всей длннѣ прямсливеькси образующей. 

Черт.246. Теперь дока-

Еемъ ,что касатель 

ный плоскости ВМѢ к 

ВМ'Ѣ', проведенныя 

въ точкахъ M и М' 

одной образующей къ 

неразгибающейся по

верхности (черт .246) , 

не совпадают* между 

собою, а образуют* 

некоторый уголъ.Для 

этого соединяем* Т О Ч 

К И I I ' и M съ N' и N и получаем* четыреугольник* МШ/i'N', 

вершшы котораго не будут* ленать въ одной плоскости, Н О 

Т О Й } 7 Ч І О ь* неразгибающейся поверхности две смежный об-

разуэиія I I к А'Е' не лежат* Б * О Д Н О Й П Л О С К О С Т И ; сторонн 
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же его МЙ и М*К' представляют* сёкущія соответствующих* 

кривыхъ, и вслѣдствіе того, Ч Т О этот* четыреугольникъ к о 

сой, можно сказать , что плоскость ВМК будет* составлять 

некоторый>уголъ с* плоскостью ВМ'й' 1. Положим* теперь,что 

А'В' стремится совпасть съ AB, тогда по свойству косей 

поверхности А'В' и AB не будутъ находиться въ одной пло

скости, в , следовательно, четыреугольникъ МИМ*И1 всегда 

будетъ косой, т . е . плоскости ВМИТ и ВМ'М' всегда будут* 

составлять между собой некоторый уголъ, поэтому оне бу

дутъ составлять уголъ и въ пределе, т . е . к о г д а ! ' В ' с о 

впадете съ AB и сѣкудія MX и УіЧУ обратятся въ касатель -

ныя Mt и м 'ѣ'. Следовательно заключаема что касательный 

плоскости къ поверхности въ разныхъ точкахъ одной н той 

же образующей имеют* различный.положенія, такъ что если • 

въ точке М, прямолинейной образующей АЕ, къ поверхности 

проведемъ касательную плоскость, то она будетъ касаться 

только въ точке" M, а въ остальных* точкахъ с н а будет1* п е 

ресекать, ее , и если мы будемъ точку Ы перемещать по обра

зующей AB, то плоскость будетъ Еращаться около AB и часть 

поверхности будетъ лежать съ одной стороны касательной 

плоскости, часть - съ другой. 

Поверхность -въ проекціях* дается теми условіями,ко

торыя позволяютъ построить какую ..угодно ея точку.Если эти 

условія даны, то говорят*, что поверхность дана. Иногда 

т а к і я условія не могут* быть выражены графически и по 

верхность в* этом* случае дается: рядом* образующих*.іног.-
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да также дают* сѣченіе этой поверхности плоскостями, парал

лельными горизонтальной и вертикальной плоскостям* проек

ций, я чѣм* зтн стченія будут* ближе между собой, тѣм* мы 

лучше им*ек* возможность составить понятіе с форм! поверх

ности . 

П О В Е Р Х Н О С Т И Д Е Л И В Ii Р И Ч Ѣ CK П Ii 

Е О В й'Ч Е С Е I Я . 
цилиндрическая поверхность происходит* от* дьиженія 

прямой по пѣксторой кривой линіи таким* образом*,что пря-

Ч. ер т . 247. мая Б с в eux* 

своих* положе-

ЕІЯХЪ о с т а е т с я 

параллельной 

самой с е б * . Л е 

ли A i ( ч е р т . 

247-ой) е с т ь образующая поверхности к парі^ллвльнд своими 

смежным* положеніяы* А 1 Е ' , А " В " . . . . , то п о в е р х н о с т ь , ев 

произведенная , б у д е т * цилиндрическая ; лин ія OD, которая 

н а п р а в л я е т * д в и ж е в і е прямой, н а з ы в а е т с я в а п р а в л я -

s п; е I. Если кривая OD плоская и Е * ТО же время сомкну

т а я , то она н а з ы в а е т с я о с н о в а н і е м * цилиндри

ческой ПО E S pXHOCТ И. 

В* п р о е к ц і я х * - цилиндрическая поверхность д а е т с я 

iU-секціями Е&ьраБляадей и направлен іем* образующей, т а к * 

что, если эти у с л о з і я даны, тс дана и цилиндрическая п о -



- 267 -

верхиость, потому что по этим, данным* можно построить 

сколько угодно точек* ея . 

ДѣистБительно, пусть (ab , a'b'} - проекціи напра

вляющей ( ч е р т . 2 4 8 ) , a ( cd , c ' d ' ) - направленіе образую

щей. По STKMS данный* можно построить как ія угодно о б -

разующіе линіи и точки цилиндрической поверхности. Пс-

Черт. 248. ~~" 

строим* образующую, проходящую черезъ точку ( а , а ' ) ; для 

этого черезъ а проводив* It" параллел. cà , а черезъ а' -

l ' f • паралл. о * о.*, и получимъ образующую ( i f г l ' f )в* этой 

точкѣ. Подобным* образом* строим* образующая ( r s , r 1 s ' ) и 
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(kh, к ' h 1 ) , ' проходяція черезъ, точки (q ,q») и ( ъ , Ъ ! ) . Ес

ли построив* слѣды образующих*, то получимъ точки, при-

надлежаиД'я слѣдам* поверхности; соедини въ одноименные 

слѣды по лекалу, получимъ горизонтальный слъдъ (1#к) и 

вертикальный?- ( i ' s ' h 1 ) цилиндрической поверхности. Такъ 

ках'і Между образующими ( i f , l ' f . * ) и (kh, k ' - h ' ) находятся 

•всѣ остальная части.' іфлнйд-рической- поверхности, тс эти 

образуйщія называются п р е д ѣ л ь н к к н о б р а -

з у s щ-и к и или о ч е р- к о м ъ цилиндрической по

верхности. 

РазсіАотримъ, каким* образомъ на данной цилиндриче

ской поверхности построить точку. Положим*, что дама г о 

ризонтальная проекція w течка,, лежащей на цилиндрической 

поверхности; требуется построить вертикальную проекцію 

этой точки. Для э т о г о - п р о Е с д н м ъ черезъ точку m прямую, 

параллельную od, которую рримемъ за горизонтальную про

екцию той образующей, на которой находится искомая точ

к а ; затѣмъ строим* вертикальную проекцію этой о'бразуацей, 

для чего точку встречи прямой рп съ горизонтальной оро-

екціей аЪ образующей, - т . е . точку е, проектируем* на йер-

тикальную плоскость и получаем* то-;ку е 1 , лежащую на н а 

правляющей и принадлежащую той образующей, на которой 

леш-іт* искомая т о ч к а : черезъ е ' проЕодиу* р ' а ' параллел. 

c ' d ' и изъ ш опускаем*.перпендикуляр* на х у до Бстрѣчи 

съ p ' n f въ точкѣ m', к о т о р а я и будет* исковой вертикаль

ной проекціей точки, лежащей на цилиндрической п с Е е р х н с -
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сти. 

По сделанному раньше за.мъч£вію 'мы можем* сказать , 

что провести касательную плоскость, О * точке ( m , M 1 ) - все 

равно, что провести касательную плоскость в* тс.чкі ( е , е ' ) 

той se образуюцей. Провести касательную 'плоскость Б * ( е , е ' ) 

легче , чѣьнь в* точке (ш,яі ' ) , потому чтс черезъ. ( е , е ' ) про

ложить кривая (ab, а ' ь ' ) , а через* ( к , ш ' ) ле-.проходит* ни

какой кривом. Если ііі- (;--Ъ, а ' Ъ ! ) провести гас .ательнуг(еі , 

е Ч ' ) , то• плоскость, определяемая образующей (pu; р ' п ' ) и 

касательно»* ($ѵ, г 1 ) , Й Судей.-* исковой* Если зостроен* 

горизон^альнши слвд* ік да Е Е ci» цеьерхнсстйѵ а ташже и вер

тикальны! f h 1 , то, -проведя в*.т.счкъ р , . которая есть гори

зонтальный слѣдъ оорайтецеЙ (pu, р ' ь ' ) . касательную Hp к* 

слѣду l k , мо;,:ем* сказать , что эта-касательная будет* л е 

жать в* построенной плоскости;, но линія -Bp в*' тс же ьье - -

Е Я находится на горизонтальной .плоскости; следовательно, 

Hp есть горизонтальный слѣд* касательной плоскости. Если 

бы в* точкѣ Ь , к п р о з е л к касательную к* f ' b ' , тс она вара-

зила бы вертикальный след* касательной плоскости. Отсюда 

мы видим*, что если к* -цилиндрической- поверхности в* к а 

кой-нибудь ея-точке проведена касательная плоскость, то 

слѣды ея будут* касаться С Л Ъ Д О Б Ъ . п о в е р х н о с т и " в ъ - т е ч к а х * , 

которкя будутъ слѣдаки образующей сеприкосноЕевія. 

ä А Д А Ч А. Къ цилиндрической поверхности, данной 

направляющи, которая есть окружность С, лежащая в* гори

зонтальной плоскости, и направлением-! образующей(&Ъ,а'V), 
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провести касательную плоскость через* данную точку(ш,ш') • 

Так* как* направляющая С (черт .249) находится на го 

ризентальной плоскости, то , следовательно, она будет* вы 

ражать и горизонтальный слѣд* цилиндрической поверхности. 

Данная точка (ш,т*) нокетъ лежать на этой поверхности или 

Черт.249. 

ввѣ ея ; чтобы определить ея. поло жен і е. • относительно по

верхности, прсведеке черезе данную точку прякуюСet,e* î ' ) 

параллельно ( яЪ, a 'V) .* если даиная точка находится на 

цилиндрической поверхности, то горизонтальный слѣде е 
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прямой ( e i , e ' - f ) додг.ек* лежать на горизонтальном* олѣ-

дѣ поверхности; такъ какъ въ данном* случаѣ это услозіе 

.зе выполнено, т . е . точка е находится _внѣ окружности С, 

то данная точка (ш,ш') находится жі цилиндрической по

верхности', такимъ образом* требуется из* внѣшней точки 

провести касательную плоскость къ цилиндрической поверх

ности. Полежим*, что кскокая плоскость проведена; тогда 

она бз^дет* касаться цилиндрической поверхности по обра

зующей, т . е . по прямой, параллельной (ab , a ' b ' ) ; прямая 

же (et ' , e ' f ) параллельна образующей и проходит* через* 

точку (m,m') , принадлежащую касательной плоскости, поэте 

му она будетъ принадлежать этой плоскости, и слѣдн ея ,ие 

точки е и f ' будут* принадлежать слъдам* искомой плоско

сти. Но ранѣе мы ввдѣли, что горизонтальный елтд* каса

тельной плоскости,касается горизонтального сл$да іюъерх-

ности; поэтому, если из* точки е преведем* касатьлььую -

eu къ окружности С (которая есть горизонтальный с л t e по 

верхности), то и получим* горизонтальный одЪдъоС/Э каса 

тельной плоскости; соединяя у ? съ f , получим* вертикаль 

ный слѣд* искомой плоскости ° * / & / ^ Для построена я обра 

зующей нрикоеновенія З З М Ѣ Т Й М Ъ , что точка ( і ? , п ' ) , в* кета 

рой с*у£ касается окружности G, будет* выражать геризев 

гальный слѣд* этой оораауздаей, и если через* эту точку 

проведем* прямую, параллельную (ab, а*Ѵ ) , тс в получил* 

оорезѵйщую іщ ).. орн чей* вертикальный ол'ЪД* ea(<j, 

должен* находиться -на вертикальном* слъдѣ 07^ касатель-
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ной П Л О С К О С Т И . Такъ какъ изъ точки е къ окружности можно 

провести две касательный :- en и ек, то заключаем*, что 

изъ внешней точки къ нашей поверхности можно провести двѣ 

касательный плоскости oLß,^^ P4 ö r - ^ажъ Е 8 Ж Ъ горизон

тальный второй касательной плоскости на нашей 

зпіоръ въ предѣлахъ чертежа не пересѣкается съ осью ху, 

то для кахождевія вертикальнаго слѣда гтой последней 

строим* образующую касац ія ( k l , к ' , ' ) н вертикальный 

слідъ зя і ' соединяем* с* f , через* что и получаек* в е р 

тикальный сл ід* rs второй плоскости. Ісли . вертикальный 

след* образующей ( k l , к ' Г ) не помещается в* пределах* 

чертежа, то на этой образующей слідуеш* взять какуш-нкб. 

точку ( у , у ' ) и черев* нее провести параллель pq, i . e . п р я 

мую (уа, у ' а 1 ) , которая будет* принадлежать искомой пло

скости, а потому вертикальный сл*д* ея а' будет* принад

лежать вертикальнему' следу sr искомой плоскости* Если бы 

точка е - горизонтальный слѣд* прямой (ef , e ' - f ) - полу

чилась на горизонтальном* сл*д§ дилнндрйческой -поверхно

сти, т . е . на окружности С, тс через* данную точку (ш,ш') 

к* поверхности можно было бы провести.только одну к а с а 

тельную плоскость, а. если бы точка-е получилась Е Е утри 

окружности С, то вопрос* был* бы невозможен*, потому что 

E S * такой точки к* окружности 0 нельзя провести ни одной 

касательной лнніи, а- потому нельзя провеств и касатель

ной П Л О С К О С Т И к* данной поверхности. На паіемъ- черт-еж* 

череа* данную, течку (л ,m') можно провести две касатель-
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она, плоскости, но ихъ иногда можно провести больше двух*. 

Это зависите отъ вида и форма кривой, служащей -горизон

тальным* слѣдомъ. Шсли эта кривая :- второго порядка, то 

изъ внѣіней точки можно провести къ ней только двѣ каса-

тельннхь,- если третьяго, то три, 4-го .- четвре и т . д . 

Число касательных* линій к* слѣду определяет* число каса

тельных* плоскостей к* поверхности.• 

З А Д А Ч А . Провести касательную плоскость к* ци

линдрической поверхности, параллельно данной прямой (чер

теж* 250). 

Положим*,- что нам* дана цилиндрическая поверхность 

направляющей 0, которая есть окружность, лежащая на г о 

ризонтальной плоскости, и направлением* образующей (ab, 

а 'Ъ' ) ; къ этой поверхности надо провести касательную пло

скость параллельно данной прямой (Ъс, Ъ ' о ' ) - Для рѣшенія 

задачи допустим*, что искомая плоскость построена, тогда 

она будет* параллельна двум* прямым*: (ьс , ь ' с ' ) -по у с -

ловію и (ab, . a'b.')- потому, что она касательная к* цилин

дрической поверхности по всей длинѣ образующей". . Текикъ 

образом* оказалось, что касательная плоскость будет* па

раллельна плоскости, определяемой прямыми (ab, a'b') а 

(Ъс, ь ' с ' ) , т . е . параллельна плоскости iqr, Мы знаем*,что 

если плоскости параллельны,- то и одноименные слѣды их* 

параллельны. Горизонтальный слѣдъ искомой плоскости па

раллелен* pq, но он* также касается горизонтальнаго слѣ-

И. Е . МИХАЛЕВСК.ІЙ'. хипо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. ФАЛЫСЬ. 

НАЧЕРТЯТ. ГЕОМЕТРІЯ. лисхъ 16-й,' 
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да поверхности, т . е . окружности 0; следовательно, прове

дя къ окружности 0 касательную©^, параллел. pq, а изъ 

ß> .- параллель qr, получимъ искомую п л о с к о с т ь ^ ^ к Дру

гое рѣженіе будетъ &L ' у з %у • § 1 , такъ какъ къ данной 

окружности можно провести две касательння, удовлетворяю-

жія данному условію. йожетъ случиться, что.вертикальный 

слѣдъ qr вспомогательной плоскости въ пределах* чертежа 

не помещается, тогда надо построить образующую прикосно

вения (fh. f ' h ' ) , .вертикальный слѣдъ h* которой будетъ 

принадлежать вертикальному слѣду касательной илоекости; 

чтобы получить другую точку, принадлежащую -.вертикально

му елѣду, береыъ на этой образующей произвольную точку 

( х . х ' ) и черезъ нее проводимъ прямую (ху, х ' у ' ) , парал-

лельнуюо^з ; эта последняя будетъ-лежать В* искомой 

ПЛОСКОСТИ , и потому вертикальным слідъ ея у' прквадле-

житъ вертикальному слѣдУ искомой плоскости; соединяя h f 

съ у ' , получимъ искомый слъдъуЗу^- ?ак* какъ горизон

тальный следъ второй плоскости не пересккееть оси ху 

въ предълахъ чертежа,' то для нахожденія вертнкальнаго 

слъда мы строймъ образующую кзсгнія ( п р , п ' р ' ) и черезъ 

точку р* проводим*^" 1 параллельно аг> 

8 А Л А Ч й. Построить проекптіи прямого .ДЕЛЕНдра 

по радіусу основавія и высоте, если основаніе легат* въ 

плоскости pqr, перпендикулярной къ горизонтальной пло

скости проекцій, я провести къ нему касательную плоскость 

черезъ данную точку (черт.251) Достроим* проеквДи 
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.цилиндра. По извѣстному правилу строим* проек.цік круга (аъ , 

а ' Ъ 1 ) » леж.ащаго m данной плоскости'pqr и служащего основа

вшем* .цилиндра. Образуются цилиндра будут* перпендикулящн 

къ плоскости осноьанія,- т . е . къ плоскости pgr, поэтому-го

ризонтальный ихъ проекціи. о*удутъ перпендикулярны къ слѣду 

P Q . Такъ какъ образующая .цилиндра, будучи перпендикулярны 

къ pqr, параллельны горизонтальной 'плоскости, - то онѣ проек

тируются на эту плоскость въ натуральную, величину, и, чтооЧ 

ихъ построить, надо на перпендикулярах*., возстановлевных* 

из* точекъ а и Ъ къ прямой pq, отложить длины аа, и bb,, 

рэвныя длин* образующей. Горизонтальная проекція д р у г о г о 

основанія выразится отрѣзком* а,Ъ,,. равным* и параллельным* 

ab f Чтобы построить вертикальную проекдію цилиндра, строим* 

вертикальную проекцію другого основанія э.)Ъ*г которая выра

зится эллипсом*,, равным* вертикальной проекціи п е р Е а г о ос - -

нованія . Проведя касательныя с ' с / и d ' à ) къ построенным* 

эллипсам*, параллельно оси проекцій, получим* вертикальную 

проекцію даннаго цилиндра. 

Теперь.иг* данной точки ( т , ш ' ) проведем* к* этому .ци

линдру касательную плоскость. Для этого через* точку (m,m') 

проведем* прямую (mz, m'a') .параллельно образующей данна

го цилиндра и найдем* точку ( z ç 3 ' ) встречи этой прямой съ 

плоскостью pqr. 

Искомая плоскость должна проходить черезъ прямую (щг, 

m'z-*)» a слѣд* ея на плоскости рок . - ч е р е з * точку ( 2 , 2 ' ) » ' 

но слѣдъ касательной плоскости'на".плоскости pqr должен* щ-
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саться слѣдэ цилиндрической поверхности на той же плоско

сти pqr, поэтому, еели изъ точки (z , . z ' ) къ первому основа

но) цилиндра проведемъ касательную (zp , з ' д ' } ; , то получимъ 

еще-прямую, принадлежащую искомой плоскостис Такимъ обра

зом* прямыя (mz, m'z'ÎH (zp , Z ' Q ' ) определят* положеніе 

касательной плоскости, проведенной изъ точки ( z , z ' ) къ па 

шей поверхности. Такъ какъ изъ т о ч к и . ( z , z 1 ) къ первому о с -

нованію цилиндра можно провести двѣ касательныя линіи .то и 

к* цилиндрической поверхности черезъ точку (ш,т' ) можно 

провести двѣ касательных* плоскости. 

О К О Н И Ч Е С К О Е П О В Е Р Х Н О С Т И . 

Было замѣчено, что коническая поверхность происходит* 

от* движенія прямой AB, 

перемѣд'8юзгейся в* про

странств* так*, 'что она 

при этом* постоянно про

ходит* через* неподвижную 

точку S (черт.262) и пе -

ресѣкает* данную линію CD. 

Прямая АБ называется о d-

р a s у ю щ, е ю, линія 

С П - н а п р а в л я ю щ е ю , . *а точка 3 :- в е р та и н о » 

или ц е н т р о м * конической поверхности. Эта поверх

ность, как* видно, состоит*, из* двух* пол*, сходящихся в* 

точкѣ 5. Если кривая' CD плоская и. притом* сомкнутая, то она 
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назнв. о е н о в а н і е м * конической поверхности. 

Такъ какъ направляющая и вервшна определяют* кониче

скую поверхность, то въ проекциях* эта поверхность дается 

проекціями вержнЕа и проекциями кривой направляющей. 

Черт.2Бе. f . Пусть проекпіи 

вершины - (S ,S ' ) , а 

направляющей - (cd,, 

o ' d * ) ; п о с т р о и т ь про-

екдіи конической п о 

верхности, ея слѣды, 

очерки и точку на ея 

поверхности (чер .253) . 

Соединяя п р я 

мыми вериинн ( а , а * ) съ проекцінмя точекъ кривой направляю

щей, получимъ проекдіи поверхности, а найдя слѣдн построен

ных* образующих* - найдем* и слѣды поверхности. На нашей 

эпюрѣ построен* горизонтальный с л ѣ д * с ^ / з ^ ' данной поверх

ности. 

Для построенія точки на поверхности поступаем* так*: 

проводим*, например*, вертикальную проекдію образую

щей и находим* ея горизонтальную проекдію S/3*, для чего 

точку f* спроектируем* Е* точку f горизонтальной проекпіи 

cd .кривой направляющей; тогда Si или 3/3 будет* искомой 

проекціей, так* что (sys> ' , Sys) будет* образующей поверх

ности, а всякая ея точка ( п , о ' ) будет* и точкой поверхности. 

Обратно, если дзнн. проекціи точки ( п , п ' ) , то , ЧТООЕ 
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узнать, лежит* ли она на данной поверхности, достаточно со

единить ее с* вершиной (S ,S ' ) и, если прямая (S 8 n'„ Sn) пе 

ресекает* направляющую ( c â , c ' d ' ) , то точка ( п Р п ' ) лежнтъ 

на поверхности, въ противном* случаѣ - вні ея . 
Su, , S'̂  

Такъ какъ иежду образующими (Sd, ВЧг1) и Cs^-v S'^/") 

находятся остальная образующая, то онѣ назнв. п р е д ѣ ль-

н ы м н о б р а з у ю щ и м и или о ч е р к о м ъ кони-

чесюй поверхности. 

З А Д А Ч А . Черезъ данную точку (ш,т' ) провести 

плоскость, касательную къ конической поверхности, данной 

вершиной ( S , S f ) и направляющей (черт .254) . 

Положим*, что направляющей конической поверхности 

служит* окружность, лежащая въ горизонтальной плоскости 

проекцій. Въ этом* случа* окружность С будет* выражать и 

горизонтальный слѣдъ конической поверхности. Допустим*, 

что касательная плоскость построена,, тогда она коснется 

конической поверхности по образующей,- à потому будет* з а 

ключать вершину этой поверхности; вслѣдствіе этого, если 

данную точку (m,m') соединим* съ вершиною (s ,S*) . то по

лучим* прямую (rnS, m'S'), лежащую Б * касательной плоско

сти, и горизонтальный слѣдъ ея, т . е . точка ( а , а ' ) будет* 

принадлежать горизонтальному слѣду касательной плоскости; 

но горизонтальный слѣдь касательной плоскости касается г о 

ризонтальная слѣда поверхности,- а потому, если из* а про

ведем* касательную.къ окружности С, то получим* с а д - г о -
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Черт.264. ризон-

тальный 

елѣдъ ис

комой 

плоско

сти с Со

единяя ß> 

съ V , 

верти

кал ьнвчъ 

слѣдомъ 

прямой 

(Soi,S'a') 

найдемъ 

верти

кальный 

слѣдъ ка

сательной 

плоско

сти; т а -

кик'ъ об-

разомъ 

будетъ искомой касательной плоскостью". Чтобы получать обра

зующую касэн ія , замѣтимъ точку прикосновенія oCß къ окруж

ности .С,• т . е . точку ( е , е ' ) : • если эту точку соедннимъ съ 
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(S^S*), то получимъ искомую образующую, Такъ какъ изъ точ

ки а .къ окружности С можно провести две касательная, то з а 

дача будетъ иметь два рѣженія; проведя касательную af, мы 

получимъ O L ' / З 1 - горизонтальный след* второй касательной 

П Л О С К О С Т И , удовлетворяющей нздіему условію, вертикальный же 

слѣдъ ея получится, если найдемъ вертикальный слъд* прямой 

U S , m'S') или образующей прикосновенія ( fS, f ' S ' ) и с о е 

диним* полученную точку съ тоадойуз '»• Е Ъ которой прямая 

a.<f пересѣкаетъ ось ху. Если ж.е точкауз » или вертикальный-

слѣдъ образующей ( fS , f ' S ' ) не находятся Е Ъ пределах* чер-

теда , то нужно черезъ какую-нибудь точку (р , р ' ) образующей 

( fS , f ' S ' ) провести прямую (ріі, p ' h ' ) , параллельную af, и 

вертикальный слѣд-ь ея ь* соединить съ V - вертикальнвмъ 

следом* Us", m',S!'); V h f и будетъ искомым* вертикальным* 

следом*. Надо заыѣтить, что задача зта не всегда .возможна; 

это зависит* отъ того, где находится данная точка (m,m') : 

на поверхности конуса, внутри его или знѣ этой поверхности. 

Нетрудно сказать,- где находится данная точка; если горизон

тальный след* прямой (гаЗ, ш 'Б ' ) находится на окружности о с -

нованія С, то данная точка находится на поверхности конуса, 

а прямая U s , m'S') будет* служить образующей этой поверх

ности; въ такой точке къ конической поверхности можно про

вести только одну касательную плоскость. Если же горизон

тальный след* прямой U s , m'S')-.находится вне окружности С,-

то данная точка, лежитъ вне конической поверхности, что и 

соответствует* разсмотренному выше случаю-. Если бы гори зон-
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тальный слѣдъ прямой U s , m's») находился инутри окружно

сти С, то данная точка (ш,-п') лежала бы внутри конической 

поверхности и задача была бы невозможна.». 

З А Д А Ч А . Къ конической поверхности, данной вер-

яиной (s,S*) и направляющей, провести касательную пло

скость параллельно данной прямой (аЪ, а ' ь 1 ) ( черт. 255) ... 

Положим*, что направляющей конической поверхности 

служить окружность С, лежащая на горизонтальной плоскости; 

въ' такомъ случаѣ- она будетъ и горизонтальным* следом* п о 

верхности. Допустим*, что искомая плоскость построена; тог

да она будет* касаться конической поверхности по образую

щей и будет*, слѣдовательно, заключать вершину ( s , s * ) ; но 

так* как* эта плоскость параллельна прямой (ab, а ' ь ' ) , то 

черезъ каждую точку ея можно провести прямую,.параллельную 

(аТз, a ' b ' ) , и потому, если черезъ точку ( Ь \ 8 ' ) проведем* 

прямую ( S c , S ' c ' ) параллельно ( аЪ, а * Ѵ ) , то найдем* пря

мую, принадлежащую искомой плоскости,, а горизонтальный 

слѣд* ея с будет* принадлежать горизонтальному слѣду этоіі 

плоскости; но горизонтальный слѣд* искомой плоскости к а 

сается окружности :С; поэтому, проведя из* С касательную 

к* окружности, получим*otß> - горизонтальный слѣде иско-

иои плоскости. Вертикальный слѣд* найдем*,' еслиуЗ соеди

ним* съ вертикальным* слѣдом* прямой (So, S ' c 1 ) . Іроводя 

Й З * G другую касательную к* горизонтальному слѣду кониче

ской поверхности, получим* ос 'к - горизонтальный слѣд* 
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другой касательной плоскости. Если, бы о£ въ -дредѣлахъ 

чертежа не пересекала ось проекцій ху, то вертикальный 

с л ъ д ъ ß " * ^ мы нашли бы такъ, какъ въ предыдущей задачѣ. 

Эта задача не всегда возможна: если точка ( с , с ' ) находит

ся внѣ окружности 0, то имъемъдва рѣшенія; если на окруж

ности, то > одно; если Енутри окружности - рѣшеніе. н е в о з 

можно. 



.- 285 -

З А Д А Ч А . Построить касательную плоскость,прохо

дящую черезъ данную точку (о ,m ' ) къ прямому конусу, вервн-

на котораго ле іит* на горизонтальной плоскости проекціа, а 

основаніе параллельно этой плоскости ( ч е р т . 2 5 6 ) , 

Для этого черезъ вершину конуса (S ,S ' ) и т о ч к у ( т , т ! ) 

проводим* прямую (Smt S'm 9 ) и находим* слѣдъ- ея ( с » с 8 ) на 

плоскости t „ t основанія конуса, проведя изъ точки ( с , с * ) 

касательную къ основавію конуса, получимъ прямую, принадле

жащую искомой касательной плоскости; но таких* касательных* 

можно провести двѣ: (of , c ' f ) и (of, , c ' f , 1 ) , вертикальные 

проекціи которвхъ сливаются с* ït0, поэтому через* ' данную 

точку (m,m') можно провести к* данной поверхности дв£ к а с а -
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тельнѳя плоскости, горизонтальные.слѣды которых*, проходя 

черезъ S, будутъ соответственно параллельны of и cf,. Про

водя эти параллели, мы найдемъ горизонтальные слѣды иско

вых* плоскостей* На чертеж* 256 построены слѣды-только о д 

ной плоскости ocjb^, при чемъ ocjh паралл» cf. . 

Р А З Е Е Р Т Н В А В І Е Д И Я й В Л F И Ч I С К О Ï 

П О В Е Р Х Н О С Т И . 

Мы знаемъ, что цилиндрическая поверхность относится 

къ поверхностямъ разгибающимся, т . е . такимъ, которая мо

гут* быть развернуты въ плоскость без* разрыва между ча

стями. йодотіАЪ, что надо развернуть Е * плоскость часть 

цилиндрической поверхности, заключенную между образующими 

ÂB и CD и двумя кривыми АС и 3D ( ч е р т . 2 5 7 ) . Всякую цилин

дрическую поверхность можно разсматривать какъ предѣл* п а -
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верхности призматической. Чтобы доказать это, въ кривую BD 

вписыЕаемъ какую-нибудь ломаную лннію, содержащую п с т а -

ронъ, и черезъ вершины ея' в , F проводим*, прямыя, п а 

раллельный образующей AB, которкя пересекут* кривую АС въ 

точкахъ к,L соединив* эти точки между собою,а т а к 

же с* точками А и С,, получимъ ломаную ASLC, вписанную въ 

кривую АО и содержащую п сторон*. Если через* каждыя Д Е Ъ 

смежная образующія проведем* плоскость, то получим* приз

матическую поверхность, вписанную в* цилиндрическую,, До

пустима что число сторонъ ri каждой изъ ломаных* линій 

увеличивается безпредѣльно, тогда ломаныя линіи будут* 

приближаться к* соответствующим* кривым*, а призматическая 

поверхность будет* приближаться къ цилиндрической и, т . к . 

предѣл* ломаной линіи есть кривая BD, то пределом* призма

тической поверхности будет* служить данная пилиндрическая 

поверхность. Таким* образомъ всякую цилиндрическую поверх

ность можно разсиатривать какъ предел* призматической по

верхности, а, следовательно, развертку цилиндрической по

верхности можно рассматривать как* предел* развертки приз

матической поверхности. Какъ строится развертка признатй*-

чеекой поверхности, известно. Чтобы получить р а з в е р т к у ци

линдрической поверхности, впиыем* Е Ъ нее какую-нибудь 

призматическую поверхность и строимъ р а з в е р т к у ея;положнм* г 

что в* данном* случае разверткой ея будет* служить Ъѳіаокіа 

(черт .257) ; если грани призматической поверхности будут* 

рп .̂ч'рФпотго мал р. то эту поверхность можно рассматривать 
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какъ цилиндрическую, а развертку ея - какъ развертку ци

линдрической поверхностно Такимъ образомъ развернуть цилин

дрическую поверхность можно только приближенно,и развертка 

будетъ тъмъ. точнее, • чѣмъ меньше грани призмы, йзъ такого 

. построенія развертки следует*,, что ломаная линія SEED » 

= bet 'ä; это равенство будетъ справедливо.при каком* угод

но ЧИСЛѣ СТОРОНЪ ВПЙСаННОЙ ЛОМаНОЙ ЛИНІЙ, ПОЭТОМУ lim 

= I i » befd; въ пределах* ломаныя линіи обратятся соответ

ственно въ кривня BD. и bd, поэтому криЕгя .во • кривой ъа» 

а это равенство показываетъ, что всякая кривая., взятая на 

цилиндрической поверхности, сохраняет* свою длину на р а з 

вертке. Развертку призматической прЕерхности мы можем* п о 

строить посредством* перпендикулярнаго сѣченія; если ч е 

резъ точку H проведемъ плоскость, перпендикулярную.къ AB, 

то получимъ въ сѣченіи съ цилиндрической поверхностью.кри

вую HB, а с* призматической - ломаную гіР&В. Мы.знаем*,что 

периметр* перпендикулярнаго сѣченія призмы развертывается 

в* прямую, перпендикулярную къ боковымъ ребрам*,поэтому и 

кривая перпендикулярнаго сѣченія цилиндра развертывается 

зъ прямую, перпендикулярную къ образующим* цилиндра, и е с 

ли Ьг равна длин! кривой HPОБ, то, проведя через* h - и г 

перпендикуляры къ Ъг, получим* на разверткѣ положеніе о б 

разующих* AB и CD. Разделим* кривую HR и прямую hr на с о 

ответственное, число частей и в* точках* p , q . , . . и т . д . в о з -

ставим* перпендикуляры к* hr, на которых* отлоглены длины 

ЬЪ ». HB, ре = ? l , qf * Q1T и т . д . , и, соединииь полученныя 
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точки непрерывной чертой, получим* развертку разсматривге-

мой чести цилиндрнче-сквіі поверхности. 

Степень точности построенія развертки .цилиндра зави

сит* от* степени точности выпрямленія кривой перпенджу-

лярваго сѣченія . 

Разсмотримъ некоторый свойства линій, лежащих* на-ци

линдрической .поверхности. Первое С Б О Й с т в о - , а именно;-; „вся

кая кривая, лежащая на цилнядрической поверхности, сохраня

ет* свою длину, на развертке 8 - мы уже разсмотрели> Второе 

свойство: -.уголь, составленный касательной к* Еакоа-ниб.удь 

кривой, лежащей на цилиндрической поверхности, с* образую

щей, проходящей .через* точку касанія , сохраняет* свш-- в е 

личину и на разверткѣ." В* точке Е кривой BD проведем*- :к* 

вей касательную №• и докажем*, что уголъ FEX сохранит*--СБОЮ 

величину на развертке, йзъ построения развертки-видно, • что 

уголъ fek равен* углу РЕК; равенство этих* углов*, справед

ливо при каком* угодно числе сторон* ломаной линіи -ВЕИЭ, 

стало быть оно. справедливо и в * предел*, а так* как* ef -в* 

предел* обращается въ касательную к* кривой Ы, Е * точке е, 

a EF - въ касательную к* кривой BD в* точке I , - то, следова

тельно, предыдущее равенство въ предедѣ Судет*: уголъ tek" -

• углу "TEE, а это равенство есть требуемое, Лннія Ъа отыо-

оиіельно линіи BD называется ея преосразаваніеыъг мы виде

ли, что преобразбвачгем* кривой перпендикулярнаго сечензя 

служит* прямая, но на поверхности цилиндра существует* нно-

И. Е. М И Х А Л Е В С К І Й . типо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ ПРЕЕМН., О. Ф А Л Ь К Ъ . 

ИАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. лисх>1Э-й. 
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і ество таких* кривых*,- преобразоЕан іем* которых* служат* 

пряыкя; для этого через* h С черт.257) проведем* прямую Ьх 

и замѣтим* точки ѵ и и . . - . , Б * которых* она пересѣкзеѵ* 

прямыя ke, i f . ' . , . , а на поверхности цилиндра отмѣтим* с о 

ответствующая им* точки V, Z . . . . (qz » ÛZ, рѵ » РѴ).в с о 

единим* их* непрерывной чертой; тогда на поверхности ци

линдра получим* такую кривую НХ, преобразованіем* которой 

служит* прямая пх. Такія кривкя, как* HVZ , называются 

в и н т о в ы м и л н н і я м и . Эти линіи представля

ют* кратчайшее разстояніе между двумя точками цилиндриче

ской поверхности; действительно, разстояніе НХ будет*, 

кратчайшим*, потому что ЕХ преобразовывается в* прямую и 

притом* сохраняет* свою длину вз рэзьерткѣ; такик* обра

зом* BVZX равна Ьх, но Ьх есть прямая, следовательно НХ 

будет* кратчайшим* разстояь і ем* мезду Д Е У М Я точками ци

линдрической поверхности. 

Іслп Е * какой-нибудь точкѣ Б И Н Т О В О Й линіи проведем* 

прямолинейную касательную, то угол*, составленный эю с* 

образующей, икѣет* величину постоянную во всѣх* точкахъ 

В И Н Т О Е О Й линін. Проведем* касательную к* винтовой ливіи 

Н Х ( ч е р т . 2 5 7 ) Е * точке V и докажем*, что уголъ Т0ѵк имѣ-

етъ. Ееличкну постоянную во- Е С Ѣ Х * точках* этой кривой; для 

этого обратимся къ рэ звертк і ; мы знаем*, что угол*, обра

зуемый касательной к* какой-нибудь кривой, лежащей на Б И 

Л И ндри ческой поверхности с* образующей, проходящей через* 

точку касания, сохраняет* С Б О Ю величину; но на разв.ерткі 
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этот* уголъ Т, ѴК » xvfr, потому что касательная Т*Ѵ при 

развертываніи совпала съ этой прямой; уголъ хѵк = углу хгі= 

= const . , поэтому TàW вмѣетъ постоянную величину. 

Базсмотримъ развертнваніе прямого цилиндра, даннаг.о 

ортогональными. проекціямн. Пусть даны ироекціи прямого ци

линдра, поотавленнаго оснонаніемъ на горизонтальную пло

скость проекдій; требуется найти его развертку ( ч е р т . 2 5 8 } . 

Для этого нужно построить 

перпендикулярное cfrseH-te» 

въ дэнномъ случзѣ перпен-

дикулярнЕмъ сѣченіемь бу

детъ окружность ссновані?. 

цилиндра. Разрѣжемъ о.илявдръ по образующей Ъ*К* ѣ приыеиъ 

ее за начало развертки; на оси ху отложимъ отрізокъ Ъ'С ». 

* окружности основанія, черезъ G прогедемъ пеіпеадикулярь 

къ ху и н р вемъ отложимъ вксоту цилиндра; точку С соеди-

нимъ съ Ъ" и получимъ прямсугсльнккъ ѴЪ^СС, ЕЫргЖ8ЮЩ,ІЙ 

развертку цилиндра. Ьсли Ь' соедянимъ съ С , то получимъ 
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д іагональ, на которую можно смотрѣть, какъ на преобразова

ние винтовой линіи; по этому преобразованію построимъ вин

товую линію на поверхности цилиндра, для чего возьмемъ 

точку M на прямой Ь'С 1 ' , изъ которой опустимъ перпендику

ляре Ш„ на ху; на цилнндрѣ отъ точки Ъ по окружности его 

основанія откладвваеме дугу Ъш = М 0 Ѵ ; строиые образующую, 

выходящую изъ точки ш, и на вей откладываемъ длину m, m* » 

= М„М; тогда получимъ точку (m,m'j, которая будетъ принадле

жать винтовой линіи . 

Такимъ образом* мы можемъ найти на цилиндр* сколько 

угодно точекъ, совокупность которвхъ составите кривую, к о 

торая и будете Б И Н Т О В О Й линіей . Но винтовую линію на ци

линдр! легче построить другиме способом*. Заметим*, что 

горизонтально-проектирующая каждой Т О Ч К И винтовой линіи 

таке относится ке высоте нилиндра, каке длина дуги, заклю

ченной между началоме винтовой линіи и той образующей,на 

которой находится рззсматриваеізя точка, относится ке 
т,'m, ^ Ът 

окружвосіи обнованзя ішлиндра., т . е . Н— = 
а 1 а" окр,основ 

Чтобы доказать эту пропорцію, разсмотриме треугольники 
м м Ъ ' M 

ь'ММ. и Ъ'С'С; изе ихх полобія слѣдуете: = —-— 
c e b с 

Ho №B « m'r,,; D 4 Ï 0 = и Ьт; CG » a'a"; b'C = окруж-
л'га, ^ Ът. 

ности освованія цилиндра, слѣдэрзтельяо - ' — ; 
а ' а окр.основ. 

на основаніи этого свойства винтовую ливію на цилиндр* мож

но построить тзкиме образом*: разделим* окружность основа-

нія и высоту цилиндра Ъ'Ъ" на. одинаковое число рзвныхе ча-



стей, зэтъмъ 

через* точки 

дѣленія обра

зующей Ъ ' ъ " 

проведем* пря-

мвя, параллель

ная оси ху, до 

встрѣчи с* с о 

ответственными 

образующими; 

полученныя точ

ки соединим* 

непрерывной 

чертой,которая 

и будет* иско

мой. Замѣтим*, 

что длина(черт. 

259-нй) образующей цилиндре, заключенная ме^ду двумя ея 

точками V и Ъ", в* которых* онз пересекается винтовою ли-

н іей , называется винтовым* шагомъ, а отрезок* БИНТОВОЙ, Л И -

ніп , ограниченной точками ея пересеченія с* одной и той же 

образующей, называется ея оборотом*. Докажем*, что точки, 

построенный тэкимъ образом*, будутъ принадлежать винтовой 

линін, т . е . будутъ удовлетворять пропорціи, характеризую

щей винтовую ЛЙНІЮ. Возьыемъ точку ( С , С ) , тогда по преды-

С С Ъс 
сущему должны имътв: - р р г -. Q K p , Q G E 0 B > Поверим* эту 
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ь*ъ" пропорцію, для чего положинъ, что -^гг* а z; тогда С'с, » lid 

» 2s; > b 'b » 12z;' полокимъ такае : — I — « v; 

о be « 2ѵ;- окруж.основ.цилиндр. - 12ѵ; подставляя въ 
2z 2ѵ 

поверяемую пропорпію, получимъ: ——— » — пропорція 
12z 12v 

удовлетворяется, а потому точка (С ,С ' ) обладает* свой-

ствомъ точекъ В И Н Т О . Е О Й линіи, т . е . принадлежитъ Б И Н Т О В О Й 

Л В Н І И . Надо замѣтить, что вертикальная проекція винтовой 

линіи есть синусоида; чтобі доказать это, состаЕимъ урав-

неніе вертикальной проекціи винтовой линій . Примемъ з з 

начало координатъ точку 0, въ которой вертикальная проек

ция кривой пересѣкаетъ вертикальную проекцію оси цилиндра, 

линію О х ' - за ось х-овъ, а прямую оО - sa ось у -свъ ; т о г 

да для точки ( f , f ) Op = X, f ' p ш у; найдемъ - зависи

мость между этими координатами; изъ чертежа 259 видно,что 

Ор = ÎK » X = rSn «Ж;- но / • Ш = ^ 
г 

X = ГСП . . . . . . . . . . . . . . (1) 
г 

, 1 1 . " = йз;ъ пропорцій: f ' f „ : Ъ'Ъ" = о b f : 2JTr и Оо : . • Ѵ Ѵ 

-=» ^ Ъа : ZJTr имѣемъ: f ' f 0 i Ob =. ^ b f .: ^ bd.; c o c î a -

•вимъ производную пропорцію: ( f f , - Оо) : Оо =.(v> bf-<^ b.d): 

; о bd; f f 0 - Oo = f* p = у; о bf - и bd =. о df; y:0o= 

= df : ^ Ьб; или y : . u d f ' = Oo : ^ bd = h : 2jrv;- отку

да: о df •» 2 i7 r - , гдѣ ü » ъ ' ъ ; " . 
h 

Замъняя'въ (1) уравн.еніи о âf реивнкк* внраженіемъ, 

Получимъ: „. 
& = г bin ^J / .r . 

h 
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Это ураЕненіе показывэетъ зависимость между координатами 

разематриваемон точки кривой, следовательно зто есть урав

нение этой кривой, но кривая, выраженная таким* ураввев і» 

ем*, называется синусоидой, только расположенной по оси 

у-овъ, а не по оси х-овъ, какъ. мы видимъ въ кривой y=Sin.x« 

Разсмотрѣнное п.остроеніе цилиндрической винтовой ли-

ніи приводит* къ следующему ея образованів : если уголъ(чер

теж*. -258) СЪ*С навернем* на цилиндр* такъ, что его оторона 

V C навернется на окружность осноьанія цилиндра, то другая 

сторона Ъ'С*• расположится по винтовой линіи. 

Раэсмотрим* теперь построеніе касательной къ цилин

дрической винтовой линіи ( ч е р т . 2 6 0 ) . Построиыъ касательную 

в* точке ( ш , ш ' ) . Предположим*, что касательная построена и 

она есть (mt, m ' t * ) , при чем* горизонтальная ея проёкція шѣ 

касается к* горизонтальной проекціи винтовой линіз , а в е р 

тикальная - вертикальной; тогда мы получим* прямоугольный 

треугольник*, гипотенузой котораго служит* касательная(шѣ, 

ш Ч * ) , одним* катетом* - отрвзокъ (го, m .» ' ) образующей, .а 

другимъ - горизонтальная прсекція ші. Если бы мы сумели 

построить этот* треугольникъ, то у насъ получилась бы дли

на горизонтальной прбекціЕ /«г? касательной, по которой мож

но построить и вертикальную. Разсмотрим* этот* треуголь

ник*. По свойству винтовой линіи уголъ, • состаЕленный к а с а 

тельной съ соответствующей образующей цилиндра, сохр^Еяетъ 

свою величину на рааверткі ; отсюда слѣдуетъ, что уголъ, с о 

ставленный касательной (mt, щ Ч ' ) еъ обрэзущей (щ, т в и; , : )* 
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равен* углу аг,ММ„; въ то же время га„m1 » ММ0, следователь

но катет* и прилежащій уголъ разсматриваемаго треугольника 

равна тѣмъ se частям* треугольника а'ММ„, т . е . эти треу

гольники равны, а следовательно и катет* перваго тѣ * ке-

тету а'М* второго, a a'M«, = <- am; поэтому mt : о am. 

йтакъ, горизонтальная проекпія касательной равна длине ду

ги цилиндра между началом* винтовой линіи и горизонтальной 

проекціеи разсматриваемой точки. Поэтому, отложивъ на ка

сательной mi длину дуги аш, получим* горизонтальную проек

цию касательной къ винтовой лннін (m,m'). По горизонталь^ 

ной проекпіи строимъ вертикальную, т . е . проектируем* гори

зонтальный след* t касательной на ось проекдій в* точку f , 

которую и соединяем* с* m1 Прямая (mt, m*t') будет* иско

мой касательной. 

Если касательная будет* катиться по Е И Н . Т О В О Й Л Й Н І - И , 

оставаясь к* ней касательной,, то горизонтальный след* ея 

ошшет* кривую, которая называется развертывающей окружно

сти. Это видно изъ того, что mt = о am. Касательную tat мы 

взяли произвольно, следовательно подобный равенства суще

ствуют* для вс$х* касательных*, представляющих* собой г о 

ризонтальный проекціи касательных* к* винтовой линіи.а от

сюда, видно, что полученная кривая a t p . . . . .- развертывающая 

окружности. 

Поверхность, получающаяся от* движенія касательной 

по винтовой линіи, называется разгибающимся г е л л и-

с о и д о м *. Эта поверхность - разгибающдяоя,что видно 
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изъ ея обрэ.зованія, такь какъ раньше было доказено, что 

отъ движевія касательной по кривой ДВОЙНОЙ кривизны полу

чается разгибающаяся поверхность, винтоьая же линія есть 

кривая двойной кривизны. 

Раземотрнмъ теперь построеніе касательной плоскости 

къ разгибающемуся геллисоиду въ данной точкѣ (черт.261) . . 

Пусть точка дана двумя проекдіями Ch,b ' ) . но, если она д а -
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на одной горизонтальной, то вертикальную мы можем* постро

ить . Предположим*, что дана одна горизонтальная проекаія ~h; 

проводим* через* нее горизонтальную проекцію соответствую

щей образующей fp и ея вертикальную проекцію f ' p ' , на к о 

торую и спроектируем* точку h Е Ъ h' . 

Для того, чтобы провести черезъ точку ( h , h ' ) к а с а 

тельную плоскость, замѣтимъ, что, такъ как* данная поверх

ность - разгибающаяся, то касательная плоскость касается 

поверхности по всей образующей, проходящей черезъ точку 

( h , h ! ) ; следовательно и точка ( р , р ! ) , лежащая нз образую

щей ( fp , f ' p ' ) , принадлежит* касательной плоскости. Отсюда 

видно, что, если мы проведемъ касательную въ точкѣ р к* г о 

ризонтальному слѣду данной поверхности, то получимі - г о 

ризонтальный слѣд* касательной плоскости. Чтобы найти в е р 

тикальный слѣд* этой плоскости, найдем* вертикальный слѣд* 

образующей касанія и соединим* его съ точкой_уЗ или же ч е 

резъ точку ( h , h ? ) проведемъ горизонталь (hk, h ' k ' ) искомой 

плоскости и, найдя ея вертикальный слѣдъ Ç k ,k ' ) , . соединим* 

его съß ; тогда плоскость ° у з ^ будетъ искомою. 

'Р і 3 В В Р Г 8 Б A H I ' ! 

К О Н И Ч Е С К О Й Л О Б Е Р X H О О Т И. ' 

Положим*,- что надо развернуть чщсть конической поверх

ности, заключенной &ежду образующими AS и BS и произвольной 

кривой AB ( ч е р т . 2 6 2 ) . 
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Черт.262. 
S 

Предварительно докажем*,., что . всякую коническую по

верхность можно разсмзтривзть, как* предѣл* поверхности 

пирамидальной; для этого впищемъ въ кривую AB ломаную 

ACDEB, содержащую 7г сторон*: веріину S соединим* с* точ

ками с , D, .D, и через* каждыя двѣ смежныя обрэзующія про

ведем* плоскость, в с л ѣ д с т Е і е чего получимъ пирамидальную 

поверхность, вписанную въ коническую. Зат$м* положим*,что 

число сторон* ломаной ACDBB увеличивается неопределенно, 

тогда эта линія в* предълѣ обратится въ кривую AB, а пи

рамидальная поверхность - в* коническую. Для развертыва

ния конической поверхности замѣнимъ е е пирамидальной по

верхностью с * достаточно малыми гранями; тогда, постро

ив* развертку Sacäeb этой послѣдней поверхности,получим* 

приближенную развертку и конической поверхности; степень 

приближенія будет* зависеть отъ т о г о , насколько ломаная 

линія , Еписанная въ кривую AB, подходит* к* этой кривой. 

Из* построенія развертки пирамидальной поверхности SA0DBB 

следует*, что ломаная ACDEB = ломаной acdeb, а потому и 

кривая АБ - кривой аЪ, т . е . произвольная кривая кониче

ской поверхности сохраняет* свою, длину на развертке . 
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Е с л и т о ч к и к р и в о й АЕ б у д у т * р 3 в но-

у д а л е н ы о т ъ в е р ш и н ы s , то разгертка р а з -

оматриваемой части конической поверхности выразится круго

вым* секторомъ, котораго радіусъ равен* образующей конуса. 

Действительно, точки a , c „ d , e , b находятся отъ вершины s на 

такомъ же рэзстояніи, на каком* находятся A ,C ,D ,E ,B отъ 

точки s; если точки кривой AB равноудалены отъ s, то и 

точки кривой аЪ тоже будут* равноудалены от* S и, слѣдова^-

тѳльно, разверткой aSb конической поверхности будет* кру

говой сектор*. Чтобы получить на поверхности конуса кривую, 

точки которой равноудалены от* Еершины, примем* вершину ко

нуса за центр* шара произвольнаго радіуса , тогда сѣченіе 

его с* конической поверхностью и даст* кривую, обладающую 

сказанным* свойством!. Для псстроенія развертки такого к о 

нуса описывают* из* произвольной точки.S радіусомъ Sa, рав

ным* радіусу шара, окружность, и на ней от* какой- нибудь 

точки а откладывакт* длину, ра.іную длинѣ кривой сѣченія к о 

нуса с* іароаъ; т о г / а сектор* Sal и Еырззит* вазвертку р а з -

сматриваемой части конической поверхности, Мы откладываем* 

дугу аЪ, равную длин* кривой, лежащей на конической поверх

ности, потому, что всякая кривая, леага^ая на конической по

верхности, сохраняет* свою длину на разверткѣ, 

3 А Д А. Ч А; Развернуть поверхность прямого конуса 

(черт 263). 

Чтобы построить развертку конуса, надо,как*--известно, 
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Черт.263, 

на поверхности его назначить такую кривую, всѣ точки кото

рой были бы равноудалены отъ вершины (черт ,262) .Такой кри

вой будетъ служить окружность освованія конуса-Поэтому для 

построенія развертки поступаем* такъ: изъ какой-нибудь точ

ки G, какъ изъ центра, радіусомъ, равнымъ длинѣ образующей 

s 'a ' , описывают* дугу, на которой откладывают* дугу MN, 

равную длинѣ окружности осноЕанія конуса, тогда сектор* 

ONM и выразит* развертку конуса, Вкѣсто того, чтобы откла

дывать на дуг ! Ш часть, равную окружности основанія кону^ 

оа, мы можем* вычислить число градусов* угла МОК и по в е -



- 303 -

личинѣ этого угла построить развертку конуса. Число г р а 

дусов* определится такъ: положим*, что дуга MN содержитъ 

ас , тогда ^ MN = 2 JT-^ | ^ « 2 ^ ( а в ) , такъ какъ дѵга Ш 
о60 

равна окружности основаяія , а окружность основанія равна 

2JT(ad) . Отсюда находимъ: ос = 360" - Ц - = 360" f S , . 
O N S а 

Таким* образомъ число градусовъ угла при центр* развертки 

равно произведению 360 на отношеніе горизонтальной проек-

ціи образующей къ ея длин*. Так* какъ as и a ' s ' известив, 

то число градусовъ угла МОЯ легко можно определить. 

Подобнымъ же образомъ находят* развертку какой-ниб. 

части конической поверхности, напр. , ограниченной образу

ющими ( a s j - a ' s 1 ) , ( Ъ Б , b ' s ' ) и дугой (аЪ, а ' Ъ ' ) . 

О FI О ÏÏ И Ч 3 0 !( О \\ В ¥\ П Р О Б О Й Л И Е I F. 

Коническая винтовая лчнія происходит* отъ ДЕиженія 

точки яо поверхности конуса,такимъ образомъ, что угловыя 

пространства, проходимняею, пропорціовальны рэзстоянію 

ея отъ вершины. Коническая винтовая линія получает* на-

званіе от* рода той конической поверхности, на которой 

она находится; если разсматривэемая поверхность есть к о 

нус* вращенія, то винтовая ланія , находящаяся на ней, на

зывается к р у г о в о й . Положямъ, что нам* дан* к о 

нус* вращенія (черт.264) и на нем* винтовая круговая ли-

нія SABCDE'F, тогда мы-должны имѣть следующую пропорцию:-

SA SB SC _ 

Z FsA' Z FsB' Z F s C 



- .304 -

для-второго оборота будемъ имѣть: 

для третьяго: 

Черт.264. 

.. . . = M и т . д . 

Часть винто

вой линіи SABCDEF, 

заключенная меж

ду точками одной 

образующей, н а -

зыв. винтовым* 

оборотомъ,а дли

на образующей S F 

наз . шагомъ вин

товой линіи. 

Построимъ 

проекцію винто

вой линіи на пло

скости осноВанія конуса, для чего А , Б , С , . , , проектируем* 

въ-точки а , Ь , с нз о с н о Е а н і е конуса и соединяем* зти 

проекдіи непрерывной чертой;, получаем* проекцію sabcdeF 

винтовой линіи, которая будетъ А р х и м е д о в о и 

с п и р а л ь ю , т . е . такой кривой, въ которой радіусы-

-векторы прямо пропсрпДояальнн углам*, которые они д і л а -

ют* с* некоторой постоянной прямой. Б* нашем* случэі ра-

діусами-векторами будут* служить прямыя sa, sb, sc ; 

точка в будетъ полюсом*, a линія FC - полярной прямой, 
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отъ которой отсчиткваются углы. Чтобы обнаружить свойство 

этой кривой, мы изъ точки А проводим* Am паралл. А'в, изъ 

В - Вт 1 паралл. ( B ' s , изъ С - Gm!" паралл. С*s а т . д . „ ч е 

резъ что получаем* рядъ подобных* треугольников»: ASm,., 

BSm', CSm",. изъ которых* слѣдуетъ: 

AS ; Am = BS : Bm' = CS : Cm". . ( 2 ) , 

но Am = as , Bm1 = bs, C I E b » es , какъ оірѣзки. параллель-

ныхъ между параллельными,.а поэтому рядъ (2) примет* внд$: 

AS : as = BS-: us = GS : es (S ) . 

Дѣля (1) рядъ на (3 ) , находим*: 

ав : Z PsA' = bs: Z F s B ' - = es: Z F B C •»- H, 

гдѣ. N есть постоянная величина, Послѣдній рядъ показыва

ет*, что радіусн-векторы кривой sabodef пропорціональны, 

углам*, которые они дБлают* съ прямой F C ' , следовательно 

проекдія конической Б И Н Т О В О Й линіи на плоскость основаная 

конуса е с т ь Архимедова спираль. 

Fa3CMOTpHM* построеніе проекцін конической винто-. 

вой линіи. на плоскостяхъ проекцій. Положим*, что S ' a ' ( ч е р 

тежа -265) выражает* шаг* винтовой линін . Чтобѳ построить 

эту кривую, поступаем* так*: дълимъ окружность.основ-анія 

и ш а г ъ . З ' а 1 . в и н т о Е о й линіи на одинаковое число частей ,по-

ложимъ на 8, и проводимъ через* точки дѣленія шага S 'a' 

параллели оси проекцій до встрѣчи с* соответствующими об

разующими, проведенными и з * точекъ дъленія окружности о с 

нованья; таким* образом* мы получим*.ряд* точек*, соеди

нив* которыя, будем* им-іть вертикальную проекнДю a 'n ' a* . . . 

И. Е. МИХАЛЕВСЩЙ. гипо-лчт. ю. В Е Н Е Р Ъ Л Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМ-ЕТРІЯ. Листъ 20-й. 
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Черт.2о5. винтовой лжній.Го

ризонтальная про

екция получится, 

если точки п ' , в", 

п'" спроектнру-

енъ на горизонталь

ная проекціи соот

ветствующих* обра

зующих* в* точки 

п , , ~пг, п 3 . . . к о 

торая соединим* н е 

прерывной чертой.. 

Таким* обра^. 

кривыя а л ^ Ц д В Р Б 

и з ' п * п п п ш H'P 'S' 

будут* проекціями 

конической винтовой; 

линіи. Докажем*,что 

разс-тоянія точек* этой линіи отъ вершины конуса пропарціо-

нальны. соответствующим* углам*, т . е . что эта кривая есть, 

коническая винтовая линія . Если какія-нибудь точки (Р,F») 

и ( Н . Б 1 ) принадлежат* винтовой ляніи, то должна существо

вать пропорция: 
(5Р, S ' P ' ) (SB, S'HM m 

.Z aSP ' Z а£Н 

Чтобы доказать-справедливость этой'пропорции, заметим*,что, 
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если через* точки дѣленія З 'а 'мы вообрази»* плоскости,па

раллельный горизонтальной, то онѣ рэздълят* все образующія 

конуса на части, равная дѣленіям* a ' S ' , так* что, если 

S а =. х, то разстояніе точка ( В , Р ' ) от* вершины ( s ,S ' ) 
8 

или длинаДБР, S ' P ' ) будетъ состоять изъ .двух* равных* ча

стей: (SP, S ' P ' ) - 2х; (5Н, S 'H') - Зх; Z aSP = 2aS. l ; • 

Z aSH » . 3 a S . l . : Подставляя въ уравненіе (4) зти значенія,. 
•2х Зх 

получимъ тождество: — — г - = — - , которое по-
л Z a S . l 3 Z a S . l 

казываетъ, что точки построенной кривой обладают* тем* 

свойством*, которое определяет* коническую винтовую линію, 

поэтому проекпДи построенной кривой будутъ проекпД'ями вин

товой линіи на конус! йзъ построенія горизонтальной про-

екціи конической винтовой лияіи выходит* способъ построе

ния Архимедовой спирали. 

Действительно, если точки дѣленія линіи a 'S ' проек

тировать, на горизонтальную плоскость, то радіусъ aS р а з 

делится на 3 равныхъ частей. Вышесказанный плоскости,аро-

веденныя черезъ точки деленія образующей a ' S 1 , разделят* 

образующая конуса на равная части, и т . к . все о б р з з у щ і я 

равно наклонены, къ горизонтальной плоскости, то круг* с ѣ -

ченія конической поверхности плоскостью,- проходящей ч е -
7 

резъ седьмую точку, проектируется въ круг* радіуоа /8 öS. 

Таким* образом* точка п ' , лежащая въ этой.плоскости, г о 

ри зонтально-проектируется въ п ( , которая есть пересеченіе 
7 

окружности радіуса /3 aS съ рзліуеом* S?; точка а" гори-
5онтально-проектируется въ ьл, которая есть пере.сѣченіе 
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окружности радіуса - / 8 -aä съ радіусонъ S*; точка n M ' п р о 

ектируется въ п 3 н т . д . 

Йтакъ,для пастроѳнія.спирали Архимеда мы должны peä-

дѣлить - радіусъ окружности,-въ которой она находится,; 

и самую окружность на одинаковое.число раьных* частей,точ

ки ..дѣленія окружности соединить съ.центромъ и изъ центра 

радіусами, равными разетоянію центра от* діленій радіуса 

aS, описать окружности; тогда пересѣченіе первой окружно

сти съ 1-мъ радіусомъ даст* одну точку, 2-ой со 2-мъ :-

другую и т . д . Соединив* эти точки, получимъ спираль Архи-

ыедас Умѣя строить эту спираль, мы можем* построить про-

екціи винтовой линіи другимъ способом*;, для этого допу

стим*, что aS есть горизонтальная проекція шага винтовой 

линіи . Раздѣлимъ aS и окружность основанія .на одинаковое 

число равных* частей, строим* на горизонтальной плоскости 

проекцін спираль Архимеда, принимаем* ее за горизонталь

ную проекцію искомой, кривой и по..горизонтальной проекціи 

строим* • вертикальную; таким* обрезами получим* проекці-и 

конической винтовой линіи. 

3 .А Д А Ч'А. Развернуть прямой конус* и построить 

пресбразованіе конической винтовой линіи (черт .265 и 266).. 

Мы уже знаем*, что развертку конуса представляет* 

круговой сектор*, котораго радіусъ равен* длинѣ образую

щей конуса.- Для построения преобразованія конической вия-

Т О Е О Й линіи дѣлим* дугу а, а (черт 266) на столько же ча-т 

етеа (8 ) , на сколько было разделено основание конуса; точ-
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ки дѣленія соедн-
Черт,206. 

вевнъ съ .центром* 

S, полученные ра-

діусн будут* пре-

образоЕаніями с о 

ответственных* о б 

разующих* конуса; 

так*, радіуо* S3 

соответствует* .об

разующей (SH.S'H 1) 

(черт.265) и т . д . 

На сооTEEтотвенных* 

радіусах* отклады

ваем* разстоянія 

точек* винтовой ли 

н и от* вершины к о 

нуса, так* что ра-з-

с т о я Е і е Sp.(чертеж* 

266-ой), равное (SP, S ' P ' Ï (черт ; 265): Sh - (SH, S'H'-) и т.д 

Полученная точки принадлежат* преобразованной линія; с о е д и 

нив* их*, получим* искомое преобразование, которое,, как* 

видно из* построенія, вь данном* случае будет* тоже спира

лью .Архимеда. ï-акимъ же способом* строятся преобразоданія 

других* кривых*, лежащих* нз поверхности конуса. 
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П Е Р Е О Ѣ Ч Е Н І Е К О Н И Ч Е С К И Х Ъ П О 

В Е Р Х Н О С Т Е Й П Л О С К О С Т Ь Ю . 

Коническая поверхность плоскостью пересекается, вооб

ще говоря, по кривим*, кромѣ случая, когда сѣкущая пло

скость прокодитъ черезъ вершину конической поверхности; въ 

послѣднем* случаѣ въ сѣченіи получаются прямия. Чтобы это 

доказать,- положим*, что АБС есть направляющая конической 

поверхности, - a s - ея вершина ( 'черт.267), и пуеть плоскость 

Черт.267. Р, проведенная черезъ 

лежащія въ плоскости Р; 

но эти se прямыя будутъ и образующими конуса, поэтому пря-

.мыя Зв и SC суть линіи сѣченія конической поверхности, дан

ной ПЛОСКОСТЬЮ'. 

Чтобы построить линію сѣченія конуса плоскость»,нуж

но построить точки встрѣчи различных* образующихъ конуса 

съ сѣкущей.плоскостью. Видь кривой сѣчеяія конуса съ пло

скостью зависитъ отъ вида направляющей конуса и отъ поло-

женія сѣкуцей плоскости.. Если направляющая есть кривая .вто

рого порядка, то и въ с ічен іи получится кривая второго по 

рядка* Если плоскость пересѣкаетъ всѣ образующая конуса,то 

въ стленіи получится эллипс*; если сѣкущэя плоскость парад-

вершину, пересѣкает* 

направляющую АБС въ 

точкахъ В и С. Соеди

нив* S с* В и С, полу

чим* прямкя SB и SC, 
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лельна одной изъ образующих* конуса, то въ сѣченіи полу

чится параболе; когда плоскость параллельна двум* образу

ющим*, то она пересѣкаетъ. обѣ полы конуса, и в* сѣченіи 

получится гипербола, 

З А Д А Ч А , Построить проекціи сѣченія конуса пло

скостью,, предполагая,- что въ сѣченіи будет* эллипс*. 

ВЙБОРЬ ОБЩЕЙ ПЛОСКОСТИ. Пусть AB (черт .268) - на 

правляющая конической поверхности, лежащая в* плоскости Р, 

a S - ея вершина. Принимаем* произвольную прямую°<^2> , не 

пересекающую кривой AB, за слідъ вспомогательной плоскости 

и проводим* пло

скость через* 
Черт.268, 

ocß и вершину 

конуса S. Тогда 

всякая плоскость 

ы ^ ' ^ г ' , па 

раллельная вспо

могательной oCj$jjS> 

c'y дет* располо

жена требуемым* 

образом*- Действительно, плоскость °*fi>'lr содержит* точку 

S,. въ которой пересекаются все образующія конуса, следова

тельно плоскость об^'1^'* параллельная oCß»^, не можетъ 

быть параллельна ни одной изъ образующих* конуса. Поэтому 

кривая свченія будетъ сомкнутая, и Е * Т О М * случае, когда 
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кривая основанія > круг* или эллипс*, она будетъ эллипсом*, 

Для простоты возьмем* прямой конуci, поставленный.на 

горизонтальную плоскость, и,секущую.плоскость с^/З^-""» Удо

влетворяющую сказанному условію (черт,269).« Цроекціи.-'эллип

са сѣченія будут* тоже эллипсами. Ври построеніи этих* про

екций употребим* способ*, который может* быть принѣненъ и 

къ сѣченію конуса наклоннаго. Этот*, общій способъ. состоитъ 

в* построенін точекъ встречи образующих* поверхности с* 

Но построеніе будет* проще, если мы через* вершину 

( s , S ' ) конуса проведемъ линію (SK, s 'K»), параллельную г о 

ризонтальному слѣду otß> секущей плоскости. Тогда, всякая 

плоскость, проходящая через* эту прямую, будет* нересѣкать-

лямъ; точки, встрѣчи построенных* прямыхъ, т . е . образующих* 

с* горизонталями и будут* точками искомой..кривой. 

Таким* образом*, построены точки ( х , х ' ) и (у.,У Кчер 

теж* 269),» для. чего была, проведена плоскость. (pqK' )„ 1я 

вертикальный слѣдъ проходит* через* К', указывая, что пло

скость pqK' проходит* через* прямую ( S K ^ S ' K ' h Поступая 

подобным* образом*, можно построить сколько угодно точек*> 

Но обыкновенно строят* точки кривой въ известном* порядкѣ, 

который состоит* BS том*, что строят* прежде замѣнательиыя 

точки, a затем* уже промежуточная. 

К* замечательным* точкам* относятся: 1) лежаіяДя на 

очерках* горизонтальной и вертикальной проекцій поверхне-

данной, плоскостью 

конус* по образующим*, а плоскостьо^ /ъѵ- - по горизонта-
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Черт.269. 

сти; 2) высшая и низшая точки относительно горизонтальной 

плоскости проекдій и ближайшая и дальнѣйшая отъ вертикаль

ной плоскости проекцій, и 3) точки, въ которыхъ касатель

ная линіи къ кривой с ічен ія лежатъ въ профильныхъ плоско

стях*. 
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ПОСТРОЕНІЕ ТОЧЕКЪ СѢЧЕНІЯ, ЛЕЖАЩИХЪ НА'ОЧЕРШЪ WT 

ВЕРХНОСТИ. Въ нажемъ случае придется построить точки толь

ко на вертикальном* очерка, т . е . на образующих* (Sb, S 'b*) 

и (Sa, S ' a ' ) . Для этого через* горизонтальные следы их*, 

т . е . через* точки а и ь проводим* p v q , и pzq^ параллельно 

oùjb , и эти прямыя принимаем* за горизонтальные слѣды пло

скостей Р /Ч /К ' и q р , К ' , которыя, проходя черезъ горизон-

таль (SK, S 'K 1 ) , пересѣкают* поверхность по образующим* 

( S a , - 3 ' a ' ) и (Sb, S ' b 1 ) . Пересѣченіе этих* последних* с* 

теми горизонталями, по которым* плоскости р и Р ^ О ^ * 

пересекаются с* плоскостью обуз^,- т , е . точки ( h , h ' ï и 

( h , , h / ) и суть искомыя точки. Эти точки замечательны тем*, 

что въ них* вертикальная проекція кривой касается очерков* 

вертикальной прсекціи поверхности и делится ими на две ча 

сти - Еидимую и невидимую по отношенію къ вертикальной пло

скости. 

Для доказательства перваго свойства построимъ въ точ

ке ( t ? | f h]) касательную къ кривой сечен ія . Эта касательная 

должна лежать ЕЪ плоскости кривой сеченія , . т , е . въ плоско

сти ы.ß>j^ и въ касательной плоскости к* поверхности, про

веденной въ точке ( b , , h]), а потому касательная линія к* 

кривой сеченія в* рассматриваемой точкѣ выразится пересѣче^ 

ніем*. названных* плоскостей,. 

Касательная плоскость къ поверхности въ точке ( h , , b ' ) 

есть b b ' S 1 , a линія сВченія ея C'hodß^r , или касательная 

къ кривой с е ч е н і я е с т ь (h, L, h J V ) ; так* как* вертикальная 
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проекція h'Ъ* касательной совпадает* съ вертикальной про-

екдіей S'V-, то первое свойство доказано. На оенованіи это

го свойства и заключаем*, что вертикальная нроекція криюй 

сѣченія касается въ точкѣ h ' вертикальной проекпДи S ' V \ 

Образующими ($ а> S 'a ' ) и (^Ъ, S ' V ) коническая по

верхность дѣлится на двѣ ч а с т и - видимую на вертикальной 

плоскости и невидимую. Та часть поверхности, елѣдъ которой 

есть кривая асЕЬ - видима, остальная : - невидима. Отъ пере-

сѣченія плоскостью otjh^r 'видимых* образующих* получаются 

видиныя точки кривой сѣченія на вертикальной плоскости, а 

точки, лежащія на невидимых* образующих* - невидимы. Ви

димая часть кривой на вертикальной плоскости отделяется 

отъ невидимой точками (h,fa') и ( h , , h, ' ) . 

Прежде чѣмъ перейти к* нахожденію высших* и низших* 

точек*, разсмотринъѵ как* строятся вообще эти точки отно

сительно какой-нибудь плоскости H ( ч е р т . 2 7 0 ) . 

Пусть с ѣ -

ч е н і е . к о 

нической 

Повеохно-

сти SÖD 

плоскостью 

R .есть, кри

вая CD.Най

дем* линію 

pq. сѣченія 
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плоскости К съ плоскостью H и къ кривой СЮ проведемъ каса

тельная CK и PK' параллельно pq. Тогда точки касанія и бу-

дутъ искомыми; .точка С, как* ближайшая к* линіи çq, будет* 

низшей, a D - высшею относительно плоскости Н. Касательный 

линіи CK и DK* строятся какъ линіи сѣченія плоскости R.ка

сательными плоскостями, проведенными къ конической поверх

ности, параллельно линіи pq, а точки БстрѢчи этихъ линій 

съ образующими SC и SD каеанія и будутъ искомыми. Изъ это

го видно, что искомыя точки могутъ быть построены незави

симо отъ вычерчиванія кривой, 

Такъ какъ цилиндрическую поверхность можно разсмат-

ривать-какъ коническую съ безконечно удаленною вершиною, 

то найденный способе построенія высшей и низщей точекъ мо

жете быть применен* ке сѣченію .цилиндра плоскостью. 

На основаніи вкведеннаго правила построим* для нашеѵ 

го сѣченія (черт*269) высшую и низшую течки относительно 

горизонтальной плоскости проекцій. Для ^того проведейе ка

сательный плоскости АБС и А*Б'С ке конической поверхности 

параллельноoC/à , найдеме ляніи ихъ сѣчеяія оъсх^з^и о і -

мітим* точки, въ которых*.эти послѣднія пересекаются съ об 

разующими прикооновенія. касательных* плоскостей, Т ^ Т О Я Е Й 

(z ,z") и ( z , , z, '); тогда, согласно выведенному правилу,по

лучим* аскомыя точки кривой сѣченія,- при чей* { z , z * ) бу -

дете низшей точкой, a ( z , , z) ) - высшей. 

Ери построеніи тэкихе точеке кривое сѣченія относи

тельно вертикальной плоскости, нужно EX данному конусу про-
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вести касательный плоскости параллельноуз^-, найти линіи 

ихъ сѣченія съ ot-fîjj^ я заметить точки встречи этихъ по

ел ѣднихъ съ образующими касанія; найденныя такимъ образомъ 

точки и будутъ искомыми. Но, такъ какъ касательныя плоско

сти къ конуоу, проведенння параллельноß>j^ •> перееікаютея 

по линіи, параллельной у з ^ ~ и проходящей черезъ вершину 

( S , S ' ) конуса, то, проведя черезъ.точку (S»S*-) прянувСБО, 

S ' O ' ) параллельно Jb^~, мы и получимъ линію с іченія каса-

тельныхъ плоскостей, а горизонтальный слѣдъ ея ( 0 , 0 ' ) бу 

детъ точкой, принадлежащей горизонтальнымъ слѣдамъ этихъ 

плоскостей; но горизонтальные следы каезтельныхъ плоско

стей касаются горизонтальнаго слѣда поверхности, поэтому, 

проведя нзъ 0 касательныя линіи къ окружности основанія 

конуса, получимъ.ОЕ и ОЕ' > горизонтальные слъды касатель

ных* плоскостей. 

Такъ какъ построенный касательныя плоскости прохо

дят* черезъ. прямую (öS, о 1 S1-), параллельнуюуЬ^", то о.нѣ 

пересѣкутъ <^fi^ по.прямымъ, параллельнынъJ3^ , Поэтому 

изъ точекъ пересѣченія V н У, следов* этихъ плоскостей съ 

ocjb проводимъ линіи Vm и V,m,,- паргллельныя ху до пере

сеченая съ соответствующими образующими касанія, Точки, 

и (а, ,т,') будутъ ИСКОМЫМИ. 

Построивши эти замечательный точки,- строят* прокежу-

точныя тзм* способомъ, каким* построены точки -(-х,х')и(.у»у' ) = 

Лисло промежуточныхъ точекъ зависитъ оть степени кривизны 

линіи сеченія: чем* кривизна кривой больше, темъ и точекъ 
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на этомъ протяженіи строят* больше. Построенная точки сое

диняют* по лекалу и получают* проекціи кривой сѣченія . 

Для построенія натуральной величины криБой с іченія» 

сѣкущую плоскость совмѣщают* с* одной из* плоскостей про

екции и посредством* горизонтален- (или фронтален)находят* 

совмѣщенное положеніе различных* точекъ о ічен ія , соединив

ши которая найдем* требуемую кривую. 

П S F Е С Ѣ Ч. Ê Е I Е Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й 

П О В Е Р Х Н О С Т И П Л О С К О С Т Ь Ю . 

Цилиндрическая поверхность пересекается вообще пло

скостью по кривой, которая строится по точкам*о Для полу-

Черт. 271. ченія етих* 

точекъ нахо-î 

дять пересѣче-

н іе различных* 

образующих* ци

линдрической 

поверхности с* 

данной плоскостью; построенная-точки соединяют* и получа

ют* кривую с і ч е н і я . По ИЕогда поверхность цилиндра пересе

кается плоскостью и по прямым* линіям* :- по образующим*. 

Чтобв доказать г т о , положимъ. что нам* дана цилиндрическая 

поверхность (черт .271) направляющей CD и направлен!ем* об-* 

разующей AB Й ЧТО ПЛОСКОСТЬ Р паралл. Пусть плоскость 
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Р пересекаетъ направляющую OD в* точке 1; проведем* через* 

I "прямую IT паралл. АБ, тогла ЕТ-будетъ служить образующей 

цилиндра и въ то же время будетъ лежать въ плоскости Р. 

Следовательно зто будетъ линія clченія- цилиндрической по

верхности данною плоскостью. Если плоскость Р пересѣкаетъ 

направляющую кривую въ двухъ точкахъ S и ï , то въ сѣченіи 

съ поверхностью получатся двѣ прямня ИТ и KL, 

Разсмотримъ свченіе произЕольнаго цилиндра плоскостью 

Положимъ, что онъ данъ горизонтальным* еледомъ (черт . 

2 7 2 ) , который есть окружность 0, и направленіемъ образующей 

(аЪ, а ' Ъ ' ) . ііостроимъ прежде очеркъ .пилиндрической поверх

ности, т . е . тѣ прямая на горизонтальной и вертикальной пло

скостях*, между которыми заключены проекціи Е С Ѣ Х * осталь -

ныхъ образующих*. Для этого проведемъ на горизонтальной 

плоскости прямыя Af и Bg, параллельная ab я касательння къ 

горизонтальному слѣду поверхности. Вти прямыя и будут*.слу

жить очеркомъ горизонтальной проекціи цилиндра, потому что 

между ними заключаются все остальная образующая горизон

тальной проекціи цилиндра. 

Проведя прямая dd* и ее ' касательно к* основанію О 

цилиндра и перпендикулярно къ ху, а через* точки d' и е ' -

прямыя d 'm'H е'К* параллельно a 'b ' , получим* очерки в е р 

тикальной йроекціи. 

Построив* очеркъ цилиндра, легко сказать ,какая часть 

его будет* видима на плоскостяхъ проекцій. Действительно-. 
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горизонтальные слѣды касательных* алоскостей къ цилиндру, 

проведенных* перпендикулярно к* горизонтальней плоскости 

и параллельно направлен!» образующей, совпадут* съ прямы

ми fА я gB, которыя будут* горизонтальными проекциями о б -
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разующих* касанія, ' эти послѣдяія раздѣлятъ цилиндр* на 

двѣ часть: видимую на,,горизонтальной плоскости, и невиди

мую, йзъ расположенія образующих* поверхности слѣдует*, 

что видимая.часть имѣет* горизонтальным* СЛЕДОМ* кривую 

fdg и невидимбя - кривую feg. Точно также вертикальные 

слѣды касательных* плоскостей, проведевнкх* къ цилиндру 

перпендикулярно вертикальной плоскости, совпадут* с* пря

мыми d'e*' г. .е-'К*, которая будут* вертикальными проекціями 

образующих* касанія ( , d 4 ' ) й ( e Q » е ' п ' ) ; -эти послѣд-

н ія разделят* цилиндр* на части:', видимую на вертикальное 

плоскости и невидимую, Видимая Судет* имѣть горизонталь* 

нымь слѣдомь криЕу» àga,- а невидимая - dfe. 

Для построения кривой с іченія будем* находить точ

ки зстрѣчи различных* образующих* с* плоскостью <хг&7- . 

Точки кривой обыкновенно строятся .Б* таком* поряд

ки: Сперва строят* точки, на очерках* поверхности, затѣмъ 

высшую и низшую точки относительно плоскостей проекцін и, 

нзконец*,. промежуточный. 

Построим* точки кривой сѣ.ченія на вертикальном* 

очеркѣ. Для этого построить точки встречи образующих*(dm, 

d'm') и (en, е ' п ' ) с* данной плоскостью ыуъ^. При постро-

еніи точки встречи образующей (en, Q'Ù'T съ плоскостью 

оі ß/Г поступаем* по общему праЕилу, т . е . через* образую

щую проведем* Еертнкально-проект. плоскость i l ' К ' и нахо

дим* линію ея сѣченія (ІК, i ' K ' ) с*с^уз^**; пересѣченіе 

тгостроенноя линіи о* образующей (en, е ' п 1 ) и определит* 
И. Е. М И Х А Л Е В С К І Й -

ИАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРГЯ. 
ТНПО-ЛНТ. (О. В Е Н Е Г Ь ОРККМН. О. Ф Д Л Ь К Ъ . 

шегь 21-й-
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'искомую точку ( t i , - n ' ) . Построенная линія (іХ, і ' К ' ) есть 

касательная, линія с* кривой сеченія въ точкѣ ( n , n ' ) , RG-

TDi'y что она лежитъ какъ въ плоскости кривой линіи, такъ 

и въ касательной плоскости -къ .цилиндру,, поэтому ея проек*-

діи должны касаться проекцій кривой, % т . е . ІК касается въ 

точкѣ п горизонтальной проекпДи, а . і ' К* въ точк* п' - в е р 

тикальной, таким*- образом* вертикальная проекція кривой 

.сБченія касается вертикальной проекціи образующей,служащей 

очерком* поверхности'. Такъ какъ вертикально-проектирующія 

плоскости образующий цилиндра параллельны между собою, а 

паралл-зльння плоскости третьей .- пересекаются по линіямъ 

параллельным*, то при поетроеніи точки встрѣчи образующей 

{ d œ , â * m ' ) с* плоскостью о ^ з ^ г , д о с т а т о ч н о изъ точки(е ,е*) 

пересѣченія &У" съ ä'm' провести лннію (em, е'тп* ) парал

лельно (ІК, ) ; тогда точка (m,m') встречи образующей 
пУС.' 

(dm, d f m') с*, прямой (aie, à*ai' ) будет* искомой, при чем* 

ä^mV коснется вертикально à проекціи сѣченія Е * точкѣ Ш« „ 

а еж .- горизонтальной, в* точкѣ m. 

Построим* высшую и низшую точки кривой сѣченія отно

сительно горизонтальной плоскости. Для этого , как* и з в е с т 

но, нужно провести касательная плоскости къ цилиндру п а 

раллельно о^уВ . Так* как* сліды касательных* плоскостей к а 

саются следов* поверхности, то,*.проведя pq и р ' о 1 касатель 

но к* окружности 0 и параллельно ос/2>, получим* горизон

тальные слъ-ды касательных*'плоскостей, параллельных*о^/Ь. 

Для полученія вертикальиаго следа первой плоскости находим* 
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образующую касаыія (tx, t*x" ) я строим* ея вертикальный 

слъдъ,• соединивши который с* q,: найдемъ вертикально сл/вд* 

искомой плоскости. В*-нашем* случаѣ вертикальный сд*д* 

прямой (tx, ѣ * х ' ) не помещается въ предѣлах* чертежа, по

этому берем* .на, этой ЛЙНІЙ'.какую-нибудь точку (х, х ' ) и 

проведем* черезъ нее прямую ( о ' х , о " х ' ) , параллельную РО; 

найдя вертик.-слѣдъ о" этой прямой и соединив* его съ 

получимъ вертик,, ел* дь плоскости рог. Проведя черезъ q*—q*r' 

параллел. qr,- получимъ сл&д* другой касательной плоскости 

p ' q ' r ' . Строимъ сѣченіе этих* -плоскостей съ данной otß>^~, 

отъ чего получаемъ прямыя, п а р а л л е л ь н ы й ; Е е р т м а д ь -

ныя проекціи ихъ будутъ СО1 и DD'. Еайдя пересечение зт-ихъ 

ЛЙНІЯ съ вертикальными ггвоекпдяни и t ' x ' .образующих*-

кзсанія (3z, S ' z ' ) и ( tx, t ' x ' ) , мы получимъ ддѣ точки 

кривой с т ч е н і я : ( z , z ' ) - высшую относительно горизонталь

ней плоскости и (у, у* I - ни'злую, яак* что' вертикальная 

проенція кривой сѣченія будетъ заключена между прямыми DD' 

и СО-' и очерками вертикальной проекціи цилиндра. 

Построивъ эти точки кривой сзчея ія , строимъ промежу

точная и, найдя таким* образом* достаточное число точекъ, 

соединяем* ихъ и получаемъ проекции эллипса сѣченія(.і№аЬау, 

j ' m ' z ' h ' n ' y ' ) , при чем* части я'z*h*о'У - вертикальной и 

ЬВД - горизонтальной проекцій не будутъ видимы, потому 

что онѣ произошли отъ пересѣченія невидимых* образующих* 

съ ы. /3 Т-
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П О С ï F 0-1 E I 1- П А Д '.A 1 Ш, E R T ѣ И И ОТЪ 

К Р У Г А , П Л О С К О С Т Ь К О Т О . Р А Г О П А-

Р А Л Л Е Л Ь il А В Е Р Т И К А Л Ь Н О Й П Л О-

С К С О Т Ѵ[. 

ооосразимъ, что черезь различим точки окружности 

даннаго круга проходят* лучи, параллельны? данному напра

влен!.» (черт . 275). Эти лучи составят*-цилиндрическую па

ве рх -
Яэрт.273. 

ность, 

сѣче-

ніе к о 

торой 

плоско

стями 

ароек-

пДи оп

ределит* 

на них* 

падающую 

тѣнь. 

Такъ какъ направляющею зтого цилиндра служит* окруж

ность, то стченіе его съ плоскостью, параллельной плоско

сти нашего круге, дастъ кругъ .того же рад іуса . Ва этом* 

ооноЕаніи тѣнь на вертикальной плоскости будет* ограничена 

окружностью, равною данной; -центр* ея получится, когда-по^ 

СТРОІНЪ тѣнь отъ го-чкк (о , с О , т . е . точку с ' . Если из* то:-
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чек* I i i пересѣченія этой окружности съ осью.нроехнДя 

проведемъ свѣтовые лучи до встрѣчи съ окружностью, то- по

лучимъ точки (п,п*) и (m,m''), отъ которых* тѣнь. будет* & 

и В'. Точками ( п , п ' ) и (m,m') окружность дѣлится на двѣ 

части." верхнюю и нижнюю:, отъ первой тѣнь пздаетъ на вер 

тикальную плоскость, а отъ второй - на горизонтальную. 

Т ѣ н ь е т * второй строятся но.точкамъ: такъ тѣнь отъ.точки 

Ch.'h1') есть H и т . д . 

П О С Т Р О Е Н І Е Q Л Д А Ю іД Е И. Т ѣ В й « 

О Т Ъ К Р' У .Г А, П Л О С К О С Т Ь К О Т О Р О Г О 

Q- Е Р П Е А Д И Г У Л Я Р H А К % В Е Р Т И К А Л Ь -

е о й п Р о Е к д I Й л У ч к. 

Для построенія проекдій кругавообразим*, діаметръ, 

перпендикулярный къ вертикальной плоскости; вертикальная 

цроеоДя. его выразится точкой: С , - а горизонтальная.будетъ 

перпендикулярна.къ оси. Такъ как*.діаметр* параллелен* г о 

ризонтальной, плоскости, то горизонтальная.проекпДя его de 

(черт.274) будетъ икать длину, равную.истинной величин* 

д ізметра . Ді^метръ же, параллельный Б&ртикальноа плоско

сти, будет* аміть цроекціями U"b, Ѵ Ѵ ) , при чем* а'Ъ" 

перпенд.Рѵ. Отрѣзки ab 'и de,- полученные так ни* образом* 

на горизонтальной плоскости, суть оси fronça., выражаеда-

го горизонтальную проекцію круга. . ПГо осям* легко постро

ить эллипс*. 

Горизонтальную проекці-ю круга можно построить еце 
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Черт, 274. 

такъ: восбравимъ.. нто данный круг* вращает ей около-ді-аме-

тра (аЪ, з ' Ъ ' ) . . па,ралл ель наго вертикальной'плоскости и 

нрнходитъ въ положеяіе, параллельное- этой плоскости. При 

такімъ расположенîи его относительно плоскостей проекпДи 

онъ будетт проектироваться на вертикальную плоскость въ 

паД'УральЕую величину. Яриведѳмъ плоскости круга аъ преж

нее положѳнз е, При зтоиь яорды g "К и i " k , перпендикуляр

ный къ діаметру &'Ъ', спроектируются на горизонтальную 

плоскость въ натуральна л величину и ггримутъ іюло&емія, а е р -

пендикулярныя к* оси проёкціи; вертикаль ними их* проекция

ми б'удутъ точки é ' и J ' • Поэтому, проведя черезъ g и і пер-
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пендикуляры къ оси и отложивъ на н>ш» отрывай Gg, Hg, J i 

и Ii, раввие 'g'g'*, получимъ точки Ö,H, J и К, принадлежав я 

горизонтальной проекции..Подобных* точекъ можно построить 

сколько угодно; соединив* ихъ, получим* горизонтальную про-

екцію. 

Приступим* к* построен!» й а д ^ я е и тѣнк. ЛАЯ -РТОГО че 

рез* различный точки окружности вообразим* свѣтовые лучи., 

параллельные направлению ( R , n ' K ПоБскуітость ихъ постеБЙТІ-

.цилиадръ, з с і ч е н і е его плоскостями проекційопределит* на 

чихъ падающую тѣнь, котсрал ЕЪ данном* случае будет* огра

ничена на плоскостях* яроекцій эллипсами. Для построения 

этих* эллипсов* достаточно построит*' их* оси, для чего гуж-

но построить тени: 1) от* дізыетра (ab, a ' b ' ) ; его ТЕНЬЮ 

будет* линія 'AB, равная и параллельная а ? Ѵ ; 2) от* діэме^ 

трз ( а е } с ' ) ; его тінью будет* прямая ИТ. Точка G :- neper 

сѣченія 'AB и FD - будет* точкой встречи сои цилиндра,- со-

ставленнаго изъ свѣтовых* лучей с* вертикальной плоскостью, 

поэтому точка С будет* центром* эллипса; линіи Ш и FD бѴ-

дут* его осями. По этим* дапнкм* \ІЕ можем* достроить эл 

липс*, а, следовательно, • найти падающую тѣнь от* давлаго 

круга на плоскостях* проекцій. Въ нашем* случзѣ тень по

местилась на вертикальной ПЛОСКОСТИ, но она могла располо

житься на. обеих* плоскостях^ проекцій. 
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П О С Т Р О Е Н І Я Ц А Д А Ю qi Е И Т f, НИ О Т Ъ 

Т О Ч К Я RA П О В Е Р Х Н О С Т И Ц И Л И Н Д Р -А. 

I i i Когда о б р з з у щ і я цилиндра, наклонены к* плоскостям* про
екции.. 

Зта тѣнь получится, когда через* данную точку (а^т*-). 

(черт.275) проведем* линію (шМ, т ' М ' ) , параллельную напраг 

вленію луча (e,R*>, и найдем* точку ея встрѣчн с* поверх

ностью цилиндра (бликаалук, к* Чтобы определить 

точку Естрѣчи прямой (mM, ш'М !) съ цилиндром*, поступаем* 

так*: берем* на какой-нибудь его образующей, наприйѣръ на 

предѣльной (Ъс, Ъ ' с ' ) , произвольную точку ( с , с ' ) ' и через* 
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нее проводим* прямую ( c d , c ' d ' ) , параллельную направлен!» 

луча ( R, R') „ Через* ЛЙНІЮ ( c d , c 'd 1 ) и образующую ( Ъ с , Ъ ' с ' ) 

проводим* плоскость, горизонтальным* сл*-до.м* которой сбу

дет* прямая Ъй. Как* эта плоскость, так* и всякая другая, • 

ей параллельная, будет* заключать направленіе луча.Через* 

данную точку (m,га') проводим* плоскость, параллельную по

строенной. Зя слѣд* пройдет* через* слѣд* о луча (шо,ш*о') 

и будет* параллелен* Ъа, Эта плоскость пересѣчет* цилиндр* 

по образующей (eN, e ' N ' ) , проходящей через* точку ( е , е ' ) . 

Пересѣченіе этой образующей съ направлением* луча(тоо.ш'о') 

дэсть -точку (М,м'). - искомую тѣнь от* данной точки ( п , т ' ) . 

I I - Когда его сбразуісщія параллельнк оси проекдій. 

Для построенія искомой тзни (черт.276) проводим* че

рез* данную точку (m,m') прямую (me, га'е'), параллельную 

нэправленію луча .(В,В') и ищем* іпсчку -в-стрѣчи ея с* п о - , 

верхностьк цилиндра. Для этого продолжим* луч* ( ю е ^ ' е ' - ) 

до пересѣченія с* плоскостью осшованія цилиндра в* точкѣ ' 

(Ъ,ъ* ) , Зсітѣм* проводим* через* точку (га,m*) линію,парал

лельную образующим* цилиндра 'и находим* точку ( п , п ' ) в с т р е 

чи ,ея с* плосксстьго основанія цилиндра; 'тогда (Ъп,Ъ'а- ')бу

дет* следомъ плоскости (Ъгап, Ъ'га 'п ') из. плоскости основаг 

ніч цилиндра. Совместив* основаніе цилиндра BM-ÎCT'Ï: СЪ•• 

точками ( ъ , Ъ ' ) и ( а , п ! ) с* горизонтальной плоскостью»най

дем* соемѣщеніе ляні (Ьп, Ь ' п ' К ::оторое есть BN; продол

жив* эту последнюю до пересечевія с* соЕмещеніем* ссноиа-

нія цилиндра., получим* точки D л- В, въ которых* плоскость 
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Черт.276. 

СЪтп, ъ ' т ' п ' } пересткзет* основавіе цилиндра.. Возвратив* 

плоскость в* первоначальное положение, находим* проекціи 

( d , d ' ) - тонки D, ближэамей • из«ь точек* D и £ к* N. Чврез* 

точку (d-d ' ) ' птсводим* образующую (cd, o ' d ' ) цилиндра. 

Так* какъ образующая э т а и луч* (не, га'е') находятся Е* 

одной плоскости, то точка ?лъ пересечения (е , е») гкразитъ 

искомую тѣиь-

П О С Т Р О Е Н ! НА П О В Е Р Х Н О С Т И 

К О Н У С h Л А Д А Ю 1 Ё И T- * H И О Т Ъ Т О Ч К И . 

Для построен]я этой ТЕНИ CsepT.277) ми черезъ данную 



точку (я ,га 1 ) проведемъ прям у» (ше, ш ' е ' ) , параллельную на-

нрэвленію луча (R, к ' ) , в найдем* точку .встрѣчи ея съ по

верхностью конуса, для чего соединяем* точку ( т , ш ' ) с ъ вер

шиною, конуса (S,&") и ароБОдамъ .черезъ прямыя (mS,ra'S' ) и 

(me, « ' в ' ) плоскость, го риз октальяш- о Ш о м * которой бу

детъ de. Эта плоскость пересечет* конус* по двум* образуш-

&ß№f блпйайідая из* которые къ точкѣ Сп5,ш') есть (aS,a'S'). 

Еересечен le этой об'ра.зую^-ей съ луче:** (тее, та'е'), т . е точ

к а ( с , с ' ) есть искомая т$нь. 

П О С Т Р С Р Я І Б 11 А Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Й П Ö-

В 8 Р Х Н 0 С Т Й 7 Ѣ H И О T *f. О T Р I S W I I P Я/ МОЙ. 

ІІостроеніе такой тѣни производится но точкам*, но если 
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Ч е р т . 2 7 8 . Ч е р т . 2 7 8 . Ч е р т . 2 8 0 , 

отрѣзокъ параллелей* оси прсекцій, a о бра syic и, 1я прямого ци

линдра перпендикулярны 4$ горизовтальной плоскости проек

ций, то "вертикальная прсеквДя падающей тіни на э т о т * ци

линдр* отъ-- сказаннаго отрВзка 'Еыразится- дугою круга р а д і у -

са, равнаго осноЕанію цилиндра. Для доказательства вообра

зим* черезъ различны» точки отрезка ЛИЯІЙ ,параллельяьл на 

правлению луча. Зти прямыя определят* плоскость, сфченіе 

которой съ данной Цилиндрической поверхностью есть эллипсъ 

abed ( ч е р т . 2 7 8 ) . ЭЛЛИПС* этот* ограничит* на цилиндрі .па

дающую тѣнь. Докажем*, что проекція такого эллипса на вер 

тикальную плоскость выразится кругом*, равным* основанію 

цилиндра. Замѣтин*,. что плоскость, заключающая еъ себ>ѣ лу-



чи, прозодяжДе черезъ различны?, точки аа»его о т т е к а , о д 

нако во наклонены къ обеим* плоскостям* проекцій. ДІйствй-

тельно ( ч е р т . 2 7 9 ) , пусть (та , ш*п') "- данный отрѣзок*, па 

раллельный оси, а прямая (mA, m'A*) параллельна направле

н а луча. Построим* слѣды плоскости,, определяемой, этими 

прямыми; для зтого находим* слѣдв (А, А 1)" и (Б, В') прямой 

(щА, m ' A ' ) . Такъ какъ проекціи прямой U A , m 'A' ) наклопенк 

къ оси под* углом* в* 45*, то треугольвик* ДА'Е» =» треу

гольнику А* Е'Б, а потому АА' = ВВ». STO показывает*, что 

горизонтальный след* плоскости, определяемой разематривае-

мнми ЛЙНІЯМЙ, совпадает* съ вертикальный*; но если следы 

такой плоскости равно отстоять от* оси проеквДй, то ОКА 

одинаково й^клевеіга к* плоскостям* in секцій . 

Малой осью эллнпоа, получзющагося через* пересеченіе 

даннаго цилиндра плоскостью, параллельною пгпраЕлевію • лу 

ча,- служит* діаметр* основанія виливдра, % больвой - лииія 

ой (черт .278) , - перпендикулярная к* ab, т . е . ЛЙНІЯ ,проходя

щая черезъ ось цилиндра Й находящаяся в*-профильной пло

скости,, так* какъ образующая цилиндра перпендикулярны -къ 

Горизонтальной ПЛОСКОСТИ проекц.ій (черт.280) ' . 

Докажем*,• что горизонтальная проекція od" равна' аЪ.. 

Для-©того-ив* точек б о к d. опустим* на горизонтальную пло

скость -перпендикуляр»- (черт .281) . Основание ЙХ* с'- и а ' 

лежит* на окружности осноЕаяія цилиндра, потому что с и .d 

лежат* на его поверхности. Но. так* как* со проходит* ч е 

рез* ось цилиндра, то проекція c*d r пройдет* через* центр* 
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основания и Судет*, его дізметром*; это показывает*, что г о 

ризонтальная проекція cd равна малой оси ab. Вертикальная 

проекціл cd есть de, равная се и равная c ' a ' , так* как* 

треугольник* cde равнобедренный (угол*, ced - 9 0 ° ; • угол* 

ead = 4 5 ° ) , Вертикальная проекція прямой аЪ. как* прямой, 

параллельной осп проекцій, равна ей самой. 

Итак*, проекпДи осей эллипса еь ч de нз-обі?•:.плоскости 

проекцій pa вар между собою и = д і эметруоонован ія -цилиндра,-

Следовательно, эллипс* на плоскостях* проекцій выразится 

кругом*, и для поетроенія тени на вертикальном*- •цилиндр'? 

отъчпрямой, параллельной оси, - нужно построить на нем*- тзкн 

двух* крайних* точек* отрѣзка. ПОСТРОЕНИИ ИХЪ (на черт,.280 

М' и мы из* этих* точек* радіусом*. равным* радіусу 

основанія цилиндра, описываем* дуги, который пересекутся 

в* точкѣ б, из* которой ттм* se -ре-діусоме опишем* другую 

дугу. Эта последняя пройдет* через*-точки ІС- и К' и с в о 

им* отрізком* M'К' выразите тѣяь- данчаго отртзка на цилин

др* 

П О С T P О Е H I Е 3 0 3 С Î Е t H H 0 8 И !I к-

Д A Ю Ï, ?• Й Т * НИ H к К Л О H H А Г О Ц й Л ИЕ-
Д Р А, С Т О Я Щ А Г О НА Р ö F И 3 О H Т А Л К-

Н О I П Л . 0 П К 0 0 Т И ii F. О Î, К Д I Й. 

Построив* прежде линію отдѣла ( ч е р т . 2 8 2 ) освъценной 

части от* неосвещенной на этом* цилиндр!. Для этого прове

дем* къ нему касательный плоскости, параллельный направле

на.» падаюіі,аго луча, а чтобы это сдѣдать на о б р а з у ю ^ (hk, 



і 
со 
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h " « ' К берем* точку ( 1 , 1 ' ) и проводим* черезъ нео прямую 

(lj2>, 1 ' ^ ' ) параллельно ( R , B ' ) ; черезъ эту прямую и об

разующую (hk„ h ' к ' ) проводим* плоскость и находим* ея г о 

ризонтальный слѣдъ ъ^» ; тогда касательныя плоскости, про

веденная къ цилиндру параллельно.построенной, образующими 

касанія раздѣлятъ цилиндр* на две части: СЕТТлую и темную. 

Горизонтальные слвды этих* плоскостей будутъ параллельны 

прямой hß, ПОЭТОМУ, проведя касательная nN я .шМ къ осно-

ванію цилиндгз параллельно ЬуЗ, найдемъ горизонтальные 

следы касательных* плоскостей, а проведя из* точекъ к а с а 

ния ( n , n ' ) и (m,m») оЗразуУЕДя С^гу, n 'n j ) и (шр, o i ' p ' ) , 

мы этики последними сзъді-лМ* поверхность циливдра на осве 

щенную часть, которое еул^тъ ( nr^kpuahn, n ' n j k ' p ' m ' f a ' n 1 ) . и 

темную - остальной часть . Такъ как* верхнее осаованіе ци

линдра освіЦеис, то ливія отдтзла сбудет*: ( rm0dpinhn, 

Q ' n J d V œ ' f c ' n ' ) . 

Видимая яеооЕіцевяэя часть .цилиндра Ra г O J H зон т алья

нс й плоскости будетъ ( rm ,d e d) , а на Еертикальной - ( m ' p ' d ' f * ) . 

Построив* ттнь от* линіи отдела ва плоскостях* про-

екцій , получимъ падающую тень цилиндра. При этом* заметим*, 

что если тень отъ дуги верхняго осно.ванія будетъ на гори

зонтальной плоскости, то сна ограничится дугою круга того 

же радіуса, какъ и верхнее основавіе цилиндра, такъ как* 

последнее находится Е* плоскости, параллельной горизон

тальной плоскости проекоДй; если *е тѣнь упадет* на верти

кальную плоскость, то она ограничится дугою эллипса. Замѣ*-



тииъ также, • что ірямолинейныя части тѣией должны касаться 

криволинейных*. 

Тѣнь отъ точки ( р , р ' ) должна находиться на слѣдѣ mM 

плоскости, касательной къ цилиндру so образующей ( т р , ш ' р ' ) 

и параллельной направленію луча. Тѣяь. отъ точки па должна, 

подобно этому, лежать на линіи nül. 

Эти замѣчанія полезны для точности чертежа. 

П О С Т Р О Е Н І Е С О Б С Т В Е Н Н О Й И П А Д А Ю 

Щ Е Й Т ѣ H И О Т Ъ . П Р Я М О Г О . Д й Л' Й H Д РА. 

I. СТйЯ^АГО НА ГОРИЗОНТ&ЛЫОЁ ПЯйСйОСП ШР0ВШЦ1Й. 

Въ этомъ случаѣ (черт.283) падающая тѣнь на горизонтальной 

плоскости выразится слѣдамн gC и De плоскостей, касатель -
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ныхъ къ поверхности цилиндра и параллельных* направленію 

луча (поэтому gC параллел. De параллел» R ) . Если тѣнь отъ 

верхннго основанія будетъ находиться на горизонтальной 

плоскости проекцій, то она будетъ ограничена дугою круга 

радіуса , равнаго радіусу основанія цилиндра. Если же тѣнь 

о.тъ основанія цилиндра будетъ падать на вертикальную пло

скость, то она ограничится дугою эллипса. Построив* линію 

раздѣла свѣта и тѣни, найдемъ, что освѣщенвзя часть будетъ: 

(eag, e ' a ' g ' , е"а"д,т) и верхнее основаніе . Остальная часть 

будетъ въ тѣни. 

II. СТОЯЩАРО НА ОРОФИЛѢЕОЙ ПЛОСКОСТИ. 

Чтобы построить падающую тѣнь, опредѣлимъ собствен

ную тѣнь цилиндра ( ч е р т . 2 8 4 ) . Для Этого замѣтим*,что пло

скость, проведенная касательно къ этой поверхности и па 

раллельно направленію луча (R,R'-)» будет* перпендикулярна 

къ плоскости основанія цилиндра, и поэтому линія сѣченія 

ея съ плоскостью о снован ія (ас"с* ) будетъ параллельна про-

екціи луча на эту плоскость. Для полученія этой проекціи,-

на ЛЙНІЙ (R tR* ) берем* точку ('М,М'), проектируя ее на пло

скость а с " с 1 , получимъ точку ( ш ^ 1 ) , которую соединяем* 

съ точкой с" - встрѣчи прямой ( R , R ' ) СЪ плоскостью а с " с ' . 

Совмъщаемъ плоскость ас"с ' съ горизонтальной плоскостью.и 

находим* совмещенное положеніе луча на горизонтальной пло

скости, которым* будет* служить прямая R, что очевидно. 

Слѣды плоскостей, касательных* къ поверхности цилиндра и 
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проведенных* параллельно .лучу ,(R,R'), будут* выражаться*в* 

еовмѣщеніи с* горизонтальной .плоскостью, пряными,- парал

лельными R. йоѳтому совмещенное положеніе этих* олѣ-довь.по

лучится,- если к* окружности SLP проведем* касательныя, па -

раллельныя R. Пусть точки ихъ касанія Е и Р . Строим* обра-

зующія ( f g , f ' g ' ) и (hk, h ' k ' ) , по которым* проведенныя 

плоскости касаются нашего цилиндра. Онѣ отдѣлятъ освещен

ную часть цилиндра от* неосвещенной; часть, соответствую

щая дугѣ," совмѣщенное ноло-женіе которой есть ELF , будетъ 

освещена, а противоположная ей будетъ в* тени. Оонованіе 

(аЪ, о, е* ) будет* освещено, а противоположное, (de, f ' - ' f " ) -

находиться в* тени, такъ что линія отдела будетъ итти: по. 

дуге осно.ванія hbî (совмещенное положеніе которой есть ду

г а ЕКТ), по образующей fg , - дуге второго основанія gdk ( к о 

торая, будучи спроектирована, на плоскость перваго.основа-

нія и совмещена съ горизонтальной плоскостью,- выразится 

дугой FHE) И образующей hk. 

Будем* строить тень от* этой линіи отдела на плоско

стях* проекцій. тень отъ точки (hrh*) будет* точка В; тень 

отъ образующей (hk, h'k'-) будет* прямая ВТ.: равная и па 

раллельная h ' k ' . тень отъ дуги перваго о.снованія tibsL. (со.-

вміщенное лоложеніе которой - EKF) будетъ ограничена дуга 

ми зллипсовъ, которые строятся по точкамъ. тень отъ точки 

U,£.') есть точка F, тенью отъ образующей (fg, . f 'g*J бу

детъ прямая FG, равная и параллельная f g . Тень от* той 

части второго основанія, которая принадлежит* линіи отде-
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да, , строится также па точкамъ, крайнія изъ которнхъ суть 

Ѳ,и К. 

Для опредѣленія наиболее освѣщенной части цилиндра 

проводимъ на со.вмѣщенномъ положеніи черезъ центръ б .пря

мую os» параллельную R , и строима образующую (s**..S ' .v';), 

по. которой касательная плоско.сть,.прикасаясь къ цилиндру, 

образуетъ наибольшей уголъ съ падающимъ лучомъ. 

III. ОТЪ ЦИЛИНДРА, - 0БРАЗУЩІ8 МФТОРАГО 

ПАРАЛЛЕЛЬНЫ НАПРАВЛЕННО ЛУЧА СН,В' •). 

Въ §томъ случае (черт.285) вся поверхность.предста

вляетъ собою, собственную тѣнь*Сѣченіе же цилиндра .съ пло

скостями проекцій выразитъ падающую, тѣнь ((потому что., о ги -

6*ающій дилиндръ совпадетъ съ даннымъ).. Поэтому эллимс-в, 

ограничивающіе падающую ...TSHB, строятся какъ следи даннаго 

пдлиндра.. на..плоскостяхъ проекцій. 

П О С Т Р О Е Н . I E Т ѣ H й О Т Ъ П Р Я M 0. Г .0. 

К 0. H 7 С А, ö Т 0. Я Щ А Г 0. НА Г Ü. Р И 3 О Е-

Т А. Л Ь H 0. g П Л 0. Ç К 0. О Т И. 

Черезъ вершину ( S , S f ) (черт .286) проводймъ линію (SA, 

S ' A 1 ) , параллельную направленію. луча (fî,i?* ) , и находимъ ея 

елѣды (А, А') и (В,В' ) . Точка В будетъ принадлежать, горизон

тальному .елѣду. каждой изъ плоскостей,.' касательныхъ къ .кону

су и параллельннхъ направленію луча, поэтому, проведя изъ 

,В. касательныя. аВ и ьв къ .основанию конуса, получимъ слѣды 

этихъ плоскостей. Замѣчаемъ образующія конуса (Sa , S ' a ' / и 
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Черт.285, 

(Sb, S ' b ' ) , по которым* касательный плоскости прикасаются 

къ этой поверхности и которыя раздѣяятъ конусъ на дві ча 

сти: часть CSacb, S ' a ' c ' V ) будетъ освящена» противоиолож-

ная ей - будетъ собственной тѣнью конуса. Въ вертикальной 

плоскости собственная тѣнь будетъ нидяма между '&'Ь' и край

ней образующей. 
Для построенія падающей ткни, замѣтиыъ, что тѣнь отъ 
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вершмны (S,s.1') падаетъ на вертикальную плоскость и выража

ется , точкой А 1 , Тѣнь отъ прямой (Sb,-S'b'} упадетъ на линію 

Bb,: а отъ прямой (aS, a ' S ' ) - на линію аВ. Соединивъ точку 

А' - съ точками встрѣчи этихъ прямкхъ съ осью,получимъ кон*-

туръ, ограничивающій. тѣнь, падающую отъ конуса на вертикаль

ную и горизонтальную плоскости проекцій. 

П О С Т Р О Е Н Г Е' Т ѣ H И О Т Ъ С О Р О К И Н У -
Т А Г 0. К О Н У С А . 

Для построенія линіи отдѣла на конус! ((черт. 287) про-

ведемъ черезъ его вершину ( S , S ! ) линіж (Sa,. S 'a ' ) , .парал-
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лельную падающему луну,a 

нахсдимъ точку встрѣниея 

( а , а ' ) съ плоскостью о с -

нованіЯійзъ которой про-

ведемъ линіи ( a b , a r b ' ) и 

( а с , а 'с .») , касательныя къ окружности .осно.ванія,.а черезъ 

дрямыя ( aS, a*S') и (ab, a'b 1 ' ) , а также (aS, a 'S ' ) и(ас, .а ' c'"î 

проведемъ москости, которыя будутъ касаться даннаго. конуса 

по образующимъ ( Ъ Б . Ъ ' Б О и (cS,с 'S ') ,раздѣляющимъ поверх

ность его на двѣ части: темную и свѣтлую;. поэтому образую-
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щія (bS,. b'S' 1 ) и '(Se,.S'o'-) будут* принадлежать лияіи отде

ла свѣта.отъ тени. Часть конуса ObScp, b ' S ' o ' p ' } , обращен--

ная къ направлению падающаго. света*будет* освѣщена,а ©сталь 

ная часть -въ тѣни,которая, и будетъ, собственною...тѣнью..Стро

им*, падающую..тень- отъ этих*.образующих* и отъ дуги.ЪМе. Tf -

ни отъ точекъ (ъ,.Ъ') и ( с , с ' ) суть В и С. Падающая.-.тѣнь-.-от* 

образующей CbS, b ' S 1 ) на горизонтальной плоскости располо

жится на горизонтальном* слѣдѣ. касательной .плоскости,, опре-; 

деляемой,прямыми CbS ,b 'S 1 ) и ( аЪ ,а 'Ъ*) ; горизонтальн.слѣд* 

.SD..этой,плоскости будет* параллелен* линіи.аЪ,.. потому что. 

прямая ( à b , . a ' V ) параллельна .горизонтальной, плоскости.. Еа 

о.снованіи этого,проведя, из* S линію SD параллельно .аЪ,.; по

строим* задающую тінь от* образующей ( b S , V S ' ) на горизон-

.тальвой...плоскости,, а соединивши D с* В, получим* тень, на 

вертикальной.плоскости. Соединивши S с* С,., получим* падаю

щую тень отъ образующей ( S c , S ' c * ) на горизонтальной плоско

сти . П.рямая SC должна быть параллельна касательной а с . тень-

дуги.ЬМс строится по точкам*; ея очертаніе на вертикальной 

плоскости есть эллипс*, а на.горизонтальной - выразится ду

гою круга радіуса,.равнаго. радіусу .основанія .конуса . 

Чтобы, пост роить ..самую, светлую часть конуса* нужно. про

вести. плоскость,.параллельную направлению луча ( f i r B ' ) и про

ходящую через* ось конуса. Тогда та из* образующих* осве 

щенной части, по которой проведенная плоскость встречает* 

конус*, будетъ искомой. Этой.образующей.будет* (Sp, S ' p 1 ) . 

.Густота.собственной, тени будет* такова: по образующей 
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о ' S 1 будетъ .самая темная полоса, отъ которой тень будетъ 

постепенно ослабевать въ обѣ стороны. Другая темная обра

зующая.есть V S ' : эта образующая невидима. Иаиболѣе.свет

лая .образующая на.вертикальной проекиіи есть p ' S r . С о б с т в е н 

ная тень на горизонтальной плоскости проекцій не будетъ ви

дима, такъ какъ осноЕаніе конуса закрывает*.ее . 

D Е.Р !• С H 1 H I Е Ц И Л И H Д'Р В H Е С К И И И 
К О Н И Ч Е С К И Х ^ П О В Е Р Х Н О С Т Е Й М Е Ж Д У 

С О Б О Ю . 

Цилиндрическія поверхности пересекаются между собою 

цо кривым*.двойной кривизны, которыя строятся по точкам*. 

Чтобы получить точки, принадлежали.этой кривой, пересека

ют* данныя поверхности вспомогательными плоскостями,, кото

рым* дают* такое положеніе, чтобы въ сеченіи получились . 

простейшія линіи, т . е . прямыя. Поэтому, вспомогательный 

плоскости проводят*.так*, чтобы оне пересекали поверхности 

по образующим*; такому условію, как* нами доказаноЛдовле-

творяют* плоскости, параллельныя образующим* поверхности. 

Построим* сеченіе двух* цилиндрических* поверхностей, 

данных* следами на какой-нибудь плоскости проекцін и напра-

вленіем*.образующих*. Пусть кривыя AB и CD (черт.288) - с л е 

ды поверхности, а прямыя H и R - направленіе их* образующих*, 

Вспомогательный плоскости должны быть параллельны образую

щим* -обеихъ поверхностей; поэтому,• чтобы определить наара.-

вленіе их* следов*, берем* в* пространстве произвольную 
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точку M и черезъ нее.проводимъ прямыя Мр и Mqt- соотвѣт-

етвенно. параллельный -©бразующим* цилиндров*;. тогда, пло

скость .рМд, определяемая этими.прямыми,и будетъ. параллель

на образующим*, даннвхъ поверхностей. Построив*.слѣды р и 

q .этих*.прямых* на той плоскости проекцій.,, на. которой ..на-

ходятся ..направляющія пилиндров*, ч найдем*..следы pq пло.ско*-

с т и и параллельной .образующим* обеих* поверхностей. Всѣ 

вспомогательныя плоскости нужно проводить, параллельно пло

скости Mpq;.поэтому.слѣды.их* будут* параллельны pq, и 

всякую.прямую EF, параллельную.pq, можно разсматривать 

как* слѣд* вспомогательной плоскости. Етобы получить об-> 

разующія перес іченія поверхностей плоскостью, след* кото

рой - мы из* точек* E,F,G,J проводимъ прямыя, парал

лельный., направлению образующих*. каждой цоверхности. Эти 

образующія находятся в* одной плоскости и потому пересѣ-

каются^а. точки их* встречи, будут* точками искомой кривой.. 

Такимъ.образом*,получаются точки а , ъ , с . и d. Продолжая про

водить вспомогательныя пло&кастл,.мы. дойдем* до такой плѳ-

. скости „которая, касаясь.. одной.. пов ерхнести, п ересѣк ает* дру

гую . какъ плоскость, слѣдъ . которой . Ю ; такая..плоскость. назы

вается предѣльной; она показывает*,что образующія второй 

поверхности,.слѣды которыхъ лежатъ на дугѣ KBL, не пересе

каются съ первой, поверхностью.Проведя сѣкущія плоскости по 

другую сторону EF, мы дойдем'ъ до другой предѣльной.плоско
сти AD. 

Если предельныя.плоскости расположены так*,что одна 

изъ них*, касаясь первой поверхности-, пересекает*.вторую, 
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а другая, касаясь второй, пересѣкает*.первую,, то это пока

жет*,, что одна, поверхность ..вдавлена в*. другую ; и ..дивія . .сѣ-

ченія состоит*.изъ.одной вѣтви. Если же обѣ. предѣльныя 

плоскости,, касаясь .одной поверхности,-, пересѣкают* другую, 

то в*.ѳѣченіи.получатся двѣ,кривыя: входа.и выхода, ( ü o -

слѣдній случай.представлен* .на черт. 289.) ...Вересѣненіе.всѣх* 

образующих* ..второй.поверхности съ. тѣми., образующими..первой, 

слѣды которых*..лежат* на кривой G.D, даст*.кривую.входа, .а 

пере.сѣ.неніе образующих* второй,поверхности с*,тѣми.образу

ющими первой, елѣды.которых*.лежат*, на кривой 1В,. даст*, 

кривую, выхода. 

Построив* достаточное число точек*,. соединяем* их* .по 

лекалу. Чтобы не сбиться, при .соединении,, поступаем* .следую

щим* образом* : возьмем*. какую-нибудь. образующую,,второй в о -
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верхности, напримѣръ АА' (черт.288), и на неі - точку g, 

принадлежащую кривой сѣчен-ія, которую и примемъ за начало 

кривой; отъ точки g переходнмъ къ смежной точкѣ кривей с ѣ -

ченія , - для этого отъ точка А - слѣда разсматриваемой о б 

разующей второй поверхности - идемъ по .направляющей къ 

точкамъ Б и К, а на первой поверхности идемъ по направляю

щей отъ С къ J и К и яри этомъ соединяемъ точки,.получен-

ныя отъ пересѣченія образующяхъ, лежащих* въ одной плоско

сти. Отъ пересѣченія видимыхъ образующихъ пол/учаются види-

мыя точки,- а отъ перееѣченія невидимыхъ или видииой съ н е 

видимой - невидимая. Затѣмі идемъ отъ Е къ К на второй по

верхности и отъ J къ N на первой поверхности; получаемъ, 

рядъ точекъ до f и полученныя точки соединяем*. Такъ какъ 

образующія второй поверхности, лежащія за течкой ü (по на

п р а в л е н а къ В), не пересѣкаются съ первой поверхностью»то 

кривая отъ f ділаетъ поворотъ. Ва второй поверхности идемъ 

отъ точки К къ Е и А, а отъ N къ Р и D на первой и, заме

чая точки встрѣчи образующихъ, • соединяемъ ихъ ( f съ а, а 

съ h ) . Далѣе отъ А, второй поверхности, идемъ къ G и L, а 

отъ В, первой поверхности, къ F и К, соединяя непрерывною 

кривою точки, лежздія на пересѣченіяхъ образующихъ; нако-

недъ, отъ Ъ второй поверхности идемъ къ G и А, а отъ N пер

вой - къ J и С. Такимъ образомъ получится сомкнутая криЕая 

сѣченія . При построеніи кривыхъ входа и выхода поступаютъ 

подобно Я-редыдущему ( ч е р т . 2 8 9 ) . 

По,строить линію сѣченія цилиндрической и конической 



- 351 -

Черт.290. 

поверхностей, если цилиндрическая дана слѣдомъ и яаправле-

ніемъ образующих*, а коническая - слѣдомъ и вершиною..3 

(черт.290.) . 

Пусть £Ь есть слѣд*, а H направленіе образующих* 

пдлиндра и CD - слідъ,- a S - вершина конической поверхно

сти. Вспомогательный плоскости, пересѣкающія данныя поверх

ности по. образующим*, должны, быть параллельны H и проходить 

черезъ вершину s конуса. Линія as, проведенная черезъ вер 

шину конуса,, параллельно Й, принадлежит* каждой из* вспомо

гательных* плоскостей,, a ея.слѣдъ a - слѣду каждой из* 

этих* плоскостей. Поэтому всякую прямую, напримѣр* aD, про

веденную .через* а и пересѣкающую слѣды поверхностей,можно, 

разсматривать.как* слѣд* ..вспомогательной плоскости. Соеди-
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нивъ точки С .и D съ S и проведя изъ M и N линіи,• параллель

ный Н, получимъ образующія перееѣненія цилиндра и конуса 

вспомогательной плоскостью. Эти жряывя.лежатъ поэтому въ 

одной.плоскости.и точки ихъ пересѣченія суть точки искомой 

кривой. По расположенію предѣльныхъ плоскостей аР .и аЬ -

видно, что БЪ данномъ случаѣ получаются кривыя входа .и вы

хода. 

Построить линію сѣченія двухъ .коническихъ поверхно

стей, заданных* слѣдами ..и вершинами. 

Пусть . (черт.291) кривыя AG.и ВБ - слѣды.поверхностей, 

„а. S и S 1 ' - ихъ вершины.Для .построенія .кривой сѣченія обѣ по

верхности .пересекаются вспомогательными плоскостями, прохо

дящими черезъ вершины обѣихъ поверхностей,чтобы въ.сѣченіи 

получились образующая этихъ поверхностей. Линія SS1, соеди

няющая вершины конусовъ, принадлежитъ каждой изъ вспомога-

тельныхъ.плоскостей,а..точка..О (ея слѣдъ). - олѣду каждой изъ 

плоскостей. .Поэтому всякую,прямую, нанримѣръ . 0FE,.. проведен

ную, черезъ Ои.пересѣкающую.сдѣды поверхностей ..въ тоякахъ 

S, 6, Е a Е_. можно..разсматривать.какъ.слѣдъ вспомогательной 

плоскости. СоединиБЪ~тонки ЕѴ. б,-H.и Е съ соотвѣтствующими 

вершинами, получимъ..образующая. нересЕченія. Точки встрѣчи 

этихъ прямыхъ суть точки искомой..кривой. Для построения.ире-

дѣльныхъ.плоскостей.нужно изъ О.проЕести касательная. 9-Q и: 

ОК. къѵслѣдамъ поверхностей.сЕо,расположению слѣдовъ предѣль-

ныхъ.>плоско.стей можно судить,.получит.ся ли въ с інен іи кривая 

врѣзыванія (или вдавливанія) или кривая входа и выхода. На 
черт.291 .получается криЕая.вдавли.вангя. 
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И. Е. МИХАЛЕВСКШ. тнпо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ ПРЕЕМН. О. ФАЛЫСЬ. 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъ 23-й. 



- 354 -

П Е Р Е С Ѣ Ч Е Н І Е Д В У X Ъ Ц И Л И Н Д Р О В Ъ, 

З А Д А Н Н Ы XX iï Р О Е X Ц I Я M И, 

Построим* линію сѣченія двух* прямых* цилиндров*, из* 

которых* один* поставлен* на горизонтальную плоскость, а 

другой - на профильную, при чем* оси пересекаются (чертеж* 

292-ой) . Чтобы построить линію сИченія, мы должны прово

дить вспомогательный плоскости, пересѣкающія обѣ поверхно

сти по образующим*. 

Для определения напраЕленія таких* плоскостей берем* 

в* пространств! произвольную точку (m,m f) и через* нее про

водим* прямая, параллелышя образующим*: такъ (wi, m ' i ' ) 

параллельно образующим* первой поверхности, а (ту, m ' y ' ) 

параллельно образующим* второй поверхности. Плоскость, оп

ределяемая этими прямыми, и будет* параллельна вспомога

тельным* плоскостям*; но эта плоскость параллельна д вер

тикальной плоскости проекцій, поэтому вспомогательный пло

скости надо проводить параллельно вертикальной плоскости 

проекцій и всякую прямую кр, параллельную оси ху можно 

разсматривать как* след* вспомогательной плоскости.Строим* 

образующая пересечения перваго цилиндра плоскостью кр; для 

этого азь точек* і и h опускаем* перпендикуляры на оси ху 

и продолжаем* их* Чтоб"ы получить о б р а з у щ і я с&чевтя вто

рого цилиндра, мы замечаем*, что плоскость кр пересекается 

с* ^і/ѣ^ по примой, перпендикулярной к* горизонтальной 

плоскости, и эта прямая пересекает* основаніе второго ци

линдра в* точках*, принадлежащих* искомым* образующим*; 



Черт.292. 
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чтобы получить эти точки, совместим* плоскость схуз^* с* 

горизонтальной, • тогда совмещеніемъ линій сеченія будетъ 

прямая K N , a соЕмѣщеніемъ искомнхъ точекъ - точки N и К, 

По совнѣщенію точекъ N и К находимъ ихъ проекціи (n,n*) 

и ( к , к ' ) , ' проведя изъ которьзхъ образующая второго цилин

дра, мы и получаемъ образуюшія (по, п ' р ' ) и ( к р , к ' р " ) с ѣ -

ченія этого цилиндра плоскостью кр. Точки (q^q") , (q ,q" ) 

( n , h ' ) и (h , Ш") встречи построенных* образующих* будутъ 

принадлежать искомой кривой, Подобно этому находимъ и 

другія точки кривой сЕченія. Чтобы узнать, перЕый ли ци

линдр* входит* во второй или обратно, проводимъ предель-

ныя плоскости, т . е . плоскости, касательныя, например*,- ко 

второй поверхности. Эти последнія прикоснутся второй по

верхности по образующим* ( f l , Г ' Г ) и ( f , l , , tjl*), а г о 

ризонтальные следы ихъ совпадут* съ горизонтальными про

екциями f l и î,l, образующих*, йзъ расположенія следов* 

этих* плоскостей видно, что тот* в.илиндръ,. образующая к а -

тораго параллельны оси ху, піэорѣзываетъ первил,- поэтому 

в* сеченіи получатся кривкя Ехода и выхода. Точки кривой,-

лежащія в* предельных* плоскостяхъ, будутъ: (г , г ' ) , ( г , , г / ) , 

(g ,g ' ' ) и ( g , , g;) 

Данные иилиндрн расположены такъ, что оси ихъ пере

секаются под* прямымъ углом*, поэтому точки кривой должны 

быть расположены симметрично относительно плоскости, про

ходящей черезъ оси цилиндров*, и вертикальный проеКціи 

кривой будут* расположены симметрично относительно f l ' . 
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Построив* достаточное число точек* и соединив* их*, полу

чим* кривую сѣченія . На вертикальной проекпДи видимая 

часть кривой будетъ совпадать съ невидимой. 

П Е Р Е С ' И Н Н К О H И Ч Е С X й X Ь П О 

В Е Р Х Н О С Т Е Й , 3 і I A H H Е П П Р О ЕК-

Ц I Я M И. 

Положимъ, что требуется построить сѣченіе двухъ к о 

нусов* ( ч е р т . 2 9 3 ) ; вершина перваго - (s ,S ' ' ) , а второго -

(S 7 , ß)); основаніемъ перваго конуса служит* круг*, лежа-

щій на горизонтальной плоскости, а другого кругъ, лежа-

йтій въ плоскости °(-ß>j- . Лроекція ССНОЕЗНІЯ второго кону

са на горизонтальной плоскости выразится э л л ж с щ ъ , а на 

вертикальной - прямой М*М'. Пусть оси конусов* пересека

ются и плоскость, ими определяемая, параллельна верти

кальной плоскости. 

Чтобы построить кривую сеченія , мы должны провести 

ряд* вспомогательйрхъ плоскостей черезъ прямую ( S 3 , S ' S , 1 ) , 

проходящую-черезъ верчшны конусовъ. Эти плоскости пересе

кут* поверхность по образующим*,- точки встрЕчи которых* 

будутъ точками искомой кривой.. Для построенія ПЛОСКОСТИ, 

проходящей черезъ прямую (S,S, S 'S ' ) , нужно отыскать г о 

ризонтальный следъ ея; тогда черезъ эту точку проидутъ г о 

ризонтальные- следы- всіх* вспомогательных* плоскостей. Но 

можетъ случиться (как* на нажер* черте*!) , что горизонталь

ный ел*л* прямой (s, S, 3 / 3 ' ) не гг-мЬсгится въ пределах* 
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чертежа, тогда для построенія вспомогательных* плоскостей 

поступаем* следующим* образом*: через* вершину (s, , S'( ) 

второго конуса проводим* плоскость pgr паралл « ^ / З ^ " й 

строим* точки ВСТРЕЧИ прямой ( S S , , S * S J ) с* плоскостями 

^ ^ * и р Ч г . Эти точки будут*: {р* , J*) И ( S , , S,» ) . 

Вспомогательная плоскости, проходящая через* (SS (, S'SJ ) , 

пересѣкают* плоскости o^-jbj" и pqr по линіям* параллель

ным*. Іиніи с&ченія вспомогательных* плоскостей ocß^~ 

проддут* через* точку ( у*, 7 - ' ) , а с* плоскостью pqr -

через* точку ( s , , 3 [ ) . Поэтому, если через* точки ( , 

a ( s , , S| ) проведем* прямыя, между собою параллель

ная, то их* можно разсматрнЕать как* линіи сѣченія вспо

могательных* плоскостей vboijbjjr и pqr. П у с т ь ^ а и па

раллельная ей э,Ъ будут* горизонтальными проекдіяии этих* 

прям ах*. Точки а и ъ суть горизонтальные слѣды построен

ных* прямых*, ло атому, соединяя а и ь , получим* горизон

тальный сд1?д/ь ab вспомогательной -etкущей плоскости. Что

бы построить образующая, по которым* эта вспомогательная 

плоскость пересѣкаетъ, поверхности,- соединяем* с и d съ 

S, с ' и d' с* S1 ; построеннкя прямыя ,(oS, c-'S*) и (ds ,d 'S ' ) 

суть образующія сѣченія первой поверхности. Соединяя е и. 

f съ s,, а е' и f 1 с* , получим* образующая с-ічен-ія 

(eS, , ê ' S j ) и ( f S f , f 'S ( ' ) второй поверхности. Точки встре

чи (m,m'), ( а , а ' ) и (е,е*) 'построенных*"образующих* при

надлежат* кривой сѣченія . Подобным* образом* поступают* и 

для построения остальных* точек*. 
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Чтобы узвэть , ьходитъ ли первый конус* во второй 

или обратно, нужно провести предельный плоскости. Постро

им* предельную плоскость для поверхности, у которой вер

шина - ( s , , S ) ) . Эта плоскость должна касаться второй по

верхности, a линія сеченія ея с ъ . о ^ в ^ - должна касаться 

основэнія конуса, лежащаго въ плоскости uj^ry. Зта линія , 

очевидно, пройдетъ черезъ точку ( ^ " » ) и $ я горизон

тальная проекдія коснется эллипсе основзнія второго кону

са, т . е . эта прямая есть Проведя прямую S,o парал

лельно я соединяя точки о и к , получимъ ок - гори

зонтальный СЛБД* ИСКОМОЙ плоскости. 

Такъ какъ поверхности расположены симметрично отно

сительно плоскости, проходящей черезъ ( S S , , S ' S J ) и па

раллельной вертикальной плоскости, то и горизонтальные 

елѣдв предъльны-іь плоскостей будутъ расположены симметрич

но относительно линіи S S , , а следовательно,для построенія 

горизонтальнаго следа второй предельной плоскости,отъ точ

ки А достаточно отложить Ак' = Ак, отъ точки В - о'В = оВ 

и точки о 1 и к 1 , соединить, Изъ рзсположенія следов* пре

дельных* плоскостей (включительно) ЕИДНО, ЧТО все образу-

і д і я второй поверхности пересекаются только с* теми обра

зующими первой, которыя соответствуют дугам* ЕЕ, и FF, . 

Отсюда заключаем*, что конус* с* вершиною ( S , , S,') входит* 

г.* конус* с* Е е р й н о к (S ,S ' ) и кривая сѣченія состоит* изъ 

ДЕух* ветрен - входа и выхода, Сое/й^яя S с* Е, Е ; , F и F, „ 

а также S' съ F1 и Р ' , получимъ обра~ѵющія первой поверх-
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ности, лежащія въ прѳдѣльннхъ плоскостях*: образующія вто

рой поверхности.будутъ иметь вертикальными проекціями ли -

нію s; у' ('проекпДи обѣихъ обрэзугащихъ совпадаютъ), Точки 

( Я , Я ' ) и {cj>,cj ' ) встрѣчи построенныхъ образующих* 

суть точкя кривой. Горизонтальная проекпія кривой въ точ

кахъ Я , с5 , z и из коснется прямыхъ SF, SF, , SE,, SE, Что

бы это доказать для точки ( Я , Я ' ) , вообразим*,что в* точ

ке ( Я , Я ' ) проведена касательная линія къ кривой сЁченія, 

Эта касательная должна находиться въ касательной плоскости, 

проведенной къ первой поверхности по образующей (SF,-S'F ') 

и БЪ касательной плоскости, проведенной ко второй поверх

ности по образующей ( з , х, S Jx ' ) : следовательно, касатель 

ная къ кривой въ точкЬ ( Я , Я *) Еыразится nepecfченіен* 

названных* касательных* плоскостей и ея горизонтальная 

проекция пройдетъ черезъ точки ( Я ) и (F) и потому совпа-

детъ съ Я? , , которая и будетъ касаться горизонтальной нро-

ексДи кривой сЕченія въ точке Л- Действительно,- еледомъ 

первой касательной плоскости будетъ к а с а т е л ь н а я лин ія ,про

веденная въ точке Р къ О С Н О Е З Я І Ю конуса , следъ второй к а 

сательной плоскости - прямая ок. Поэтому точка F встречи 

горизонтальных* еледомъ будетъ горизонтальным* следом* к а 

сательной линіи; но касательная линія проходит* черезъ 

точку Я , поэтому ÄF и выразит* горизонтальную проекдію 

касательной къ кривой ЕЪ точке ( Л , Л ' ) , а отсюда следу

ет*, что въ Т О Ч К Е Я проекц ія кривой должна касаться об

разующей SF. Такихъ точекъ, какъ Я , будетъ четіре на об-
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разующих* SE, SE, , SF и SP, . Въ них* горизонтальная про-

екція кривой касается образущшь, на которых* онѣ нахо

дятся . Въ точкѣ Я ' вертикальная проекдія кривой будетъ 

касаться S 'F«, такихь точек* на вертикальной проекцін бу

дет* двѣ: на S'F' и S'S 1 . 

Точки встрічи предѣльныхъ образующихъ вертикальной 

проекціи, т . е . точки ( e ,Q ' ) , ( R,R 1 ) , ( V , V ) и (W,W) при

надлежать кривой сѣченія, такъ какъ прямая (SP, 8 , : Р ' ) , 

(s,M, s; м' ) и (s, N, s; к 1 ) (образующія, на кот.орых* эти 

точки находятся) лежат* въ одной плоскости. 

П Е F F, С -в Ч Е H I Е Ц И Л И Н Д Р А 

е ъ К О Й У С О М Ъ . 

Положим*, что прямой ЦИЛИНДР* поставлен* на гори

зонтальную плоскость, а конус* - на профильную и оси ихъ 

пересекаются. Чтобы построить линію сѣченія, мы должны п е 

ресекать поверхности этих* тел* плоскостями по образую

щим*,, Такія плоскости должны проходить черезъ вершину к о 

нуса и быть параллельными образующим* цилиндра, т . е . быть 

перпендикулярны к* горизонтальной плоскости. 

Если черезъ вершину конуса проведемъ прямую, парал

лельную образующим* цилиндра, то она будетъ лежать въ 

вспомогательных* плоскостях*, а потому и след* ея будетъ 

принадлежать слѣдамъ вспомогательныхъ плоскостей; очевид

но, что горизоитальяшъ следомъ ея будетъ точка $ (черт . 

29'4-вй)- Поэтому в* этой точке будутъ п е р е е д а т ь с я гори-



- 363 -

Черт.294. 

зонтальные слѣды вспомогательных* плоскостей, и всякую пря

мую Sd, проведенную черезъ S и пересѣкающую слѣдъ цилиндра, 

можно разсматривать какъ слѣдъ вспомогательной плоскости; 

Плоскость эта перпендикулярна къ горизонтальной плоскости, 

поэтому линія сѣченія ея et конической поверхностью, гори-

зонтально-проектируется по линіи Sd. Чтобы построить в е р -

тикальныя проекпіи образующих* пересѣченія, совмѣстимъ пло-
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скость С'Ъ горизонтальною плоскостью; окружность С 

выразитъ с о Е м ѣ ц е н н о е положеніе основенія конуса;проведя 

перпендйк. ujb . получим* совмещенное положеніе линіи сѣ"-

ч е н і я вспомогательной плоскости съ с*/3^"> но совмещенно

му п о л о ж е ч і ю точекъ Е и F находимъ их* вертикальный про-

екціи е ' и V, соединяя которая съ 3' , получимъ искомыя 

Е е р т н к а л ь н ы я проекпіи образующих* сѣченія: точки встречи 

построенных* образующих* конусе с* образующими цилиндра, 

выходящими из* т о ч е к ъ ( m , л ' ) и ( а , а ' ) , и будут* искомыми 

точками сѣченія . Чтобы узнать, входит* ли конус* в* цилиндр* 

или обратно, проводим* предвльныя плоскости. Проведем* их*, 

и ч и г , к* конической поверхности. Горизонтальный сл'Вдъ"од

ной б у д е т * Sg, g д р у г о й - Sk; отсюда видно,' что конус* про-

ргзывает* цилиндр* и что получается кривая входа и выхода. 

(Если бы слѣды предѣльных* плоскостей к* конической поверх

ности не пересекали следа цилиндрической поверхности, то 

это указало бы на то, что цилиндр* прорезывает* конус*.) 

Построив* точки к р и в о й , лежзщія на предельных* плоскостях*, 

слѣдь: которых* - Sg и -Sk, а также построив* промежуточный 

точки и соединив* их*, получаем* искомую кривую. Горизон

тальная .троекція этой кривой совпадает* с* осноЕаиіем* ци

линдра. 

Теперь положимъ, что прямой конус* поставлен* на го

ризонтальную плоскость, a основаніе прямого цилиндра нахо

дится въ профильной плоскости; оси конуса и цилиндра пере

секаются. Требуется построить линіго сеченія цилиндра съ 



конусом* ( ч е р т . 2 9 5 ) . 
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Черт.295. 

Чтобы построить эту ЛЙРІГО стченія , мы должны прово

дить вспомогательная плоскости, пересѣкающія обѣ поверхно

сти по образующим*. Тзкія плоскости должны быть параллель

ны образующим* цилиндра и, кромѣ того, проходить через* 

ьершину конуса; поэтому, если через* вершину конуса (S,S') 

проведем* линію (Sk, S'le') параллельно образующим* цилин-
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дра, или въ нашем* случав параллельно оси ху, то она бу

детъ лежать во веѣхъ вспомогательяыхъ плоскостях*. I a t -

дем* точку ветрѣчи прямой (Sk, S'k") съ плоскостью <=су^^ -

основанія цилиндра Эта точка есть ( к , к ' ) Черезъ нее-то я 

б'удутъ проходить линін сѣченія вспомогательных* плюскостеж 

с* olß>^* Построим* проекцію этой точки на осгъ^, рав -

сматривая последнюю как* новую вертикальную; этим* - по

строим* точку К, а проеквДя основанія цилиндра на этой 

плоскости выразится кругом* ACBBFD, 

Горизонтальные слѣ*дв вспомогательных* плоскостей б у 

дут* параляелвны оси ху. Следовательно., всякую прямую, п а 

раллельную ху и пересекающую слъд* конуса, можно принять 

за горизонтальный след* вспомогательной плоскости. Тогда, 

соединив* S с* тачками пересѣченія этой линіи с* окружно

стью о с н о Е а н і я конуса, получим* образующія (vS, v ' S ' ) и 

U s , ж ' S ' ) , по которым* вспомогательная плоскость пересе

кает* конус*. Чтобы построить абразующія с ічен ія съ ци

линдром*, мы точку 1 соединяем* съ К, тогда лннія IK вы

разит* с*ченіе-вспомогательной плоскости с ъ а " про

ектируя точки Е и F на горизонтальную и вертикальную пло

скости и проведя черезъ полученныя точки ( е . е 1 ) и ( £ , ± ' ' ) п а -

раллели ху, получимъ проекціи образующих* сеченія . Точки 

встречи построенных* образующих*, т . е . точки ( р , p ' ) , ( 4 , q ' ) , 

( г , г 1 ) и ( t , f ) будутъ точками искомой кривой. Таким* об

разом* строятся и другія точки кривой. 

Чтобы узнать, входит* ли цилиндр* в* конус* или об"-
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ратно, кн проводимъ предельная плоскости, например* к* ци

линдрической поверхности. Зта плоскость, касаясь поверхно

сти цилиндра, пересекает* плоскость <^-ß>^ по касательной 

линіи къ основанію пилиндра, и потому, чтобы построить 

следъ этой плоскости, нужно провести касательную линію къ 

кругу AB изъ точки я Точка g этой касательной принадле

жит* горизонтальному следу этой касательной плоскости, 

ПроЕедя изъ g параллель оси ху, мы построимъ горизонталь

ный слѣдъ предельной плоскости. Построив* образующую при-

косновенія съ цилиндром* и образущія пересѣченія с* к о 

нусом*, найдемъ точки кривой (о ,о*) и ( h , h 1 ) , Е * которых* 

нроекціи кривой касаются проекцій образующих* конуса.такъ 

какъ оси поверхностей пересекаются, то предельный плоско

сти къ цилиндрической поверхности будутъ расположены сим

метрично относительно плоскости, определяемо! осями,и п о 

тому для построенія Другой ЩЮДЁЛЪНОЙ плоскости достаточ

но отъ точки к оТлошть kg, = kg и изъ g , провести па

раллель оси ху. йзъ расположения слѣдовь предельных* пло

скостей видно., что цллиндръ прорезывает* конус* и искомая 

кривая будет* состоять из* дикій входа, и выход? Постро

ив* достаточное число точекъ к соединив* их*, находим* 

прое іц ія ксш'ол кривой Если 6в случилось, что предель

ная плоскость, проведенная къ цилиндрической поверхности, 

не пересекает* конуса, то это показало бы, что конус* аро-

резнЕаетъ цилиндр*. 

Точки ( Л , J T ) , ( j K ' y K 1 ) , (ѵ , V ) и ((f, у') ne-
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ресѣченія очерков* вертикальных* проекцій принадлежат* кри

вой сѣченія, такъ какъ онѣ лежатъ на образующих* іщлиндра 

и конуса, находящихся въ одной и той же пласкости /i/n;.f п а 

раллельной вертикальной плоскости проекцій. 

П О В Е Р Х Н О С Т И В Р A ID, Е H I Я. 

Поверхности врадеяія происходят* отъ вращенія линіи 

около нѣкоторой ПОСТОЯННОЙ прямой, называемой осью поверх

ности, . такимъ образом*, что. во!; точки движущейся линіи во 

все время движенія сохраняют* свое разстояніе отъ оси. 

Положим*,- что кривая АЕ (черт .296) вращается около 

Черт. 29 оси оо ' такимъ обра

зом*, что разстоянія 

разлвчннхъ'то.чекъ ея 

отъ оси сохраняют* свою 

величину. Въ этом* слу

чае кривая п р о и з в е д е т 

поверхность вращенія. 

Изъ способа образова

ния этой поверхности 

слъдуетъ, что с і ч е н і е 

ея плоскостями, перпендикулярными къ оси, суть круги р а з -

личннхъ радіусовъ* Такія окружности называются параллеля

ми поверхности. Движущаяся кривая называется образующей 

поверхности- ОбразуЮЕДя кризьш уогут* быть какъ плохими, 



так* и кривыми двойной'кривизнк. Ясно, что всякую кривую 

DMB,< начерченную на поверхности вращенія, можно рэзома-

тривать какъ образующую. Такимъ образомъ одна и та же по

верхность' вращенія может* быть произведена безчисленнымъ 

множеством* кривых* "различнаго. вида. Если поверхность 

вращеяія нересѣчѳмъ плоскостью, проходящею черезъ о с ь , т о 

в* сѣченіи получим* плоскую кривую, которая называется 

м е р и д і а н о м ъ поверхности (напр . , кривая СО') . 

Очевидно, что всѣ меридіэ.ньт поверхности должны быть р а в 

ны между собою. Если поверхность вращенія содержитъ т а 

кую параллель, которая меньше смежных* параллелей,то та

кая параллель называется ш е й к о й или г о р л о м * 

поверхности; параллель, большая смежных* съ нею, -называ

ется э к в а т о р о м * поверхности. На чертежѣ 296 

шейками поверхности будут* окружности DD' и'ВВ', а эква 

тором* - окружность АА'. Касательная. АѢ и D t ' , проведен-

нвя к* меридіональному сѣченію в* точках* пересѣченія ме-

ридіональной кривой с* шейкой и экватором*, должны быть 

параллельны, оси врзщені я о о ' . 

Образованіе поверхности врэденія MOSHO разсматри-

вать иначе, а именно: можно сказать, что эта поверхность 

происходит* отъ движенія окружности перемѣннаго рздіуса , 

.при чемъ плоскость ея перпендикулярна къ оси о о ' , центр* 

перемещается по оси, а какая-нибудь точка Окданостя на

ходится, постоянно на направляющей- кривой АБ. Тзкой спо

соб* образованія поверхности вращенія и>гёетъ приложение 
И. Е. МИХАЛЕВСК1Й. типо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ ' П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. 2 i t - ä . 



при составлен!и уравнекія поверхности. 

Хотя одна и та же поверхность может* быть произве-

лена различными кривыми, но обыкновенно за образующую 

принимают* простѣйшую кривую - кривую меридіональнаго с к -

чен ія , отъ вида которой иногда поверхность и получает* 

назран іе . 

лсли образующею служит* окружность,' а осью > одннъ 

изъ ея-діаметровъѵ то поверхностью вращенія будетъ слу

жить поверхность ш а р з . Если образующею служит* окруж

ность, а осью - прямая, не пересекающая круга, то по.верх-

ность называется кольцевою или поверхностью т о р а . 

_ о п п Пусть круг* с (черт .297-ой) 

вращается около о о ' , тогда 

он* произведет* кольцевую 

поверхность,Параллель съ д і а -

. метром* ab будетъ эквато

ром*, а параллель,діаметръ 

которой - de, будетъ горлом* 

поверхности. 

•Если образующею служит* эллипс*, а осью вращенія -

Черт.298. одна из* его осей, то поверх

ность назкзается эллипсоидом* 

в і щ е н і я ; если ось враденія 

есть большая ось эллипса, лго 

эллипсоид* называется растя

нутым*, а если меньшая- то 



- 371 -

сжатии**'(черт.298, 1 и 2 ) . Параллели ее ' (1) и c,c|.,.fê)-

экваторы поверхностей. 

Отъ.вращенія гиперболы около мнимой оси происходит* 

Черт.299. поверхность одно-

пол аго гиперболои

да (черт .299, 1 ) ; 

въ этом* с/гу-чаѣ 

параллель,описан

ная Еергаиною,есть 

горло поверхности. 

При вращеніи г и 

перболы около ея 

действительной оси получается поверхность двуполаго гипер

болоида (черт .299, 2 ) . 

Если мы построим* ассимптоты гиперболы, то он* ( ч е р 

теж* 299,. ÂA1 и ВВ* ) при вращеніи произведут* тэк* Н Э З К Е Э -

емый ассимлтотнческій конус*,, ибо каждая ассшштотэ. пере

секает* ось 1 и сохраняет* во все время врящйнія величину 

угла Y • 

Если образующей служит* прямая, то при вращеніи ея 

могут* получиться поверхности: 1) цилиндрическая,если пря

мая параллельна оси вращенія, 2) коническая, если прямая 

(образующая) пересекает* ось вга^енія и 3) поверхность од -

нополаго. гиперболоида, если образу-ощая и ОСЕ не лежат* в* 

одной плоскости. 

Поверхности Еращенія задаются обыкновенно з* проек-
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ціях-ь осью и проекциями"-образующей линіи; при этом* пло

скости проекціа выбираются так*, что<Гы -параллели поверх

ности выражались простѣяшями лтшіяии - прямыми и окружно

стями. Если ось•'перпендикулярна'къ "горизонтальной плоска:-

СТЙ проекцій, то проекціи параллелей на эту плоскость вы

разятся кругами, а на вертикальную - прямыми, параллель

ными оси праекцій. Зэ образующую поверхности принимают* 

обыкновенно главное меридіональное сѣченіе, т . е . сѣченіе , 

параллельное вертикальной плоскости проекцій. Зто сѣченіе 

представляет* то удобство, что оно проектируется на в е р 

тикальную плоскость вь истинную величину и дает* поэтому 

ясное понятіе о видѣ поверхности. 

Докажем*, что от* вращенія прямой, которая не пере

секается с* осью и непараллельна ей, происходит* поверх

ность однополаго гиперболоида. 

Пусть'прямая AB ("черт.300) вращается около постоян

ной прямой о о ' , при чем* AB и ось оо' не лежат* вь одной 

Іерт .ЗрО. 
плоско

сти. Меж

ду этими 

прямыми 

AB и оо ' 

существу

ет*, как* 

доказано 

раньше, 
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кратчайшее разстояніе ос, перпендикулярное къ обЕимъ пря

мая*. При вращеніи AB около oo ' , тонка с опиіетъ,.наимень

шую параллель, которая будетъ горловкм* кругом* DD 1. Пло

скость этой параллели придзмъ за горизонтальную плоскость 

проекцій и докажем*, • что всякое сѣченіе произведенной по

верхности меридіональяою плоскостью, т . е . плоскостью,про

ходящею черезъ ось вращентя, есть гипербола. 

Для этого черезъ ось оо' проведемъ какую-нибудь пло

скость; пусть слѣдъ ея на плоскости горлового крута ' есть 

D D ' . Зта плоскость пересечет* образующую AB въ точкѣ а 

въ стзченіи съ поверхностью даст* нѣкотсрую кривую, которой 

будетъ принадлежать и точка Состарим* уравненТе этой 

кривой; за ось х-овъ возьмемъ ЛЙНІЮ Ô D , а з а ось у-о в* -

лиНію оо* . Построив* коордипаты оР = х и MP = у точки 

мы моіемъ/написать: 

1) у = cPtgcx:, 

гдъ оС - Z ѴсР.- Но сР перпендикул. ос, какъ проекція ш-t 

клонной Мс, перпендикулярной къ ос ; поэтому ликія сР--> к а 

сательная къ горловому кругу, и из* прямоугольного Л осР 
ыожемъ написать: . 

сР = л / х * - г*, 

гдѣ г = ос есть-кратчайшее разстояніе кежду АР и оо' . Под

ставляя ' величину сР въ равенство (1), .нолучаемъ. уравненіе 

кривой сѣченія.- .„ . \Г~2 ~ 

tècxC есть величина постоянная, т . к . уголъ -У с F сохраняет* 

свою величину при'вращеніи прямой-AB. Ураввеніе кривой с ѣ -
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зенія принимает* вид*: 

У лГТ—л У . Л Г £ £ У-*" X 4 X"2 у 4 

Очевидно, что это уравненіе представляет* гипербо

лу, действительная ось которой есть ось х-о.въ, а мнимая -

ось у -ов* . 

Такъ какъ проведенная плоскость есть плоскость- про

извольная, то Есякая плоскость, проведенная через* ось , 

пересекает* поверхность по гиперболе, равной ТОЙ,, уравне-

ніа. которой мы составили. Если Е * уравне.нів кривой <х з а -

мѣним* через* 180 -oL, то уравнение не изменится, т . к. 

tg (ISO = -tucc: a (-tgocf = t g l * . Зто показыва

ет*, что та же поверхность может* быть произведена другой 

прямой А'В ' , находящейся съ прямой AB въ одной проектиру

ющей плоскости, но наклоненной под* углом* <>с "в* противо

положную сторону; AB называется образующей первой . с и с т е 

мы, a A'B' - второй. Так* как* AB и А*.-В''лежат* на п о 

верхности "гиперболоида, то онѣ пересекают* целый ряд* 

прямолинейных* образующих*; следовательно, черезъ 'каждую 

точку поверхности однополаго гиперболоида можно, провести 

две прямолинейный образующія первой и второй системе; . 

Нуано з а с т и т ь , что образующія различных* сйстеи* 

могут* пересекаться, a обрэзующія одной системы не пере 

секаются и не лежат* Е* ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ, Пусть DcD' есть 

плоскость горлового круга (черт .301) я AB - образующая 

какой-нибудь систеѵы; пусть она перешла Е* аоловеніе 'А*Е#. 
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Черт.SOI. Проведя черезъ АЕ 

проектирующую пло 

скость МсБ, а ч е - • 

резъ A e B ö -плоскость 

B ö c,N, получимъ пло

скости, следы кото

рых* сМ и с, H - ка' 

сзтельны къ горлово

му кругу, a линія 

сѣченія ихъ Kti пер

пендикулярна къ пло-

скости горлового 

круга ( ч е р т . 3 0 1 ) . Если бы прямыя AB и А,В, пересекались, 

то. точка вересѣченія ихъ лежала бы не линіи Кп; но прямая 

AB пересѣкаетъ Кп въ точке у, . лежащей ниже плоскости т о р -

левого круга, а A.B., - в ъ т о ч к ѣ х, лежащей выше горлового 

круга . Следовательно, AB и'-A.B. не пересекаются При дви

жении линіи АН проекп,ія ея на плоскость горлового круга 

будетъ касаться горлового круга. Зтимъ СВОЙСТЕОМ* образу

ющей AB можно пользоваться при построеніи проекціи гипер

болоида, йзъ того, что емежння положения образующих* AB 

и А,В 0 не пересекаются, заклачзем*, что яонерунасть одне-

полаго гиперболоида есть поверхность нбразгио'з.юа.аяся. 
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n O C T F O E E I F П Р О І К Ц І Й Э Л Ю GO й ДА. 

Для построения проекцін эллипсоида должна "быть даны: 

положена оси вращенія Со, о 1 ощ) (черт.302) и-главное и е -

ридіональное оѣченіе . Это сѣченіе.Убудучн эллипсов*, 'про

ектируется на вертикальную пло

скость в* истинную "величину; 

для построения его должны быть 

данн оси. Горизонтальней слѣд* 

плоскости главнаго меридіональ-

наго сБченія параллелен* оси 

ху а. проекция экватора на г о 

ризонтальную плоскость есть 

круг*, радіус* котораго равен* 

налой полуоси ('если дан* эллип

соид*'растянутый). Кривыя глав

наго меридіональнаго сѣченія и 

экватора служат* очерками по

верхности. Когда перечисленный 

выше величины даны, то можно 

построить на поверхности эллипсоида произвольную точку и 

рѣшать различные вопросы, относящееся къ эллипсоиду; на 

пример*, можно пересѣчь его плоскостью и построить' кривую 

сѣченія . 

З А Д А Ч / » . По данной проекпДи точки на поверхно

сти эллипсоида построить ея другу» проекцію (по горизон-
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тальной - вертикальную); поверхность дана осью и главинмъ 

меридіонаяьвыиъ сѣченіеиъ черт. 302). 

Строим* прежде ту параллель, на которой находится 

искомая точка;' если ю соединить с* о, то разстояніе от 

даскъ радіусъ параллели; окружность, описанная этим* ра-

яіусомъ изъ о, будет* горизонтальной проекціей этой парал

лели. Зная горизонтальную проекцію параллели, мо:і'но п о 

строить вертикальную; ; для атого заметим* IÖMF» ( & , d ' ) я 

(d,d'") встречи окружности параллели съ главпниъ «еридіо-

нальныиъ сѣчѳніеяъ; черезъ вѳрткалБния вроекцій этих* 

точекъ должны проходить вертикальная проекаіи параллелей. 

Онѣ суть прямыя c ' a ' Е o"d", парзллеяьння оса ху. 

йзъ точки т. опускаемъ на ось перпендикуляр*-и полу

чаем* точки m' и в " , которкя суть вертикальная проекціи 

точекъ, лежащих* на эллипсоиде и имеющих*/?** горизонталь

ной проекпДей. 

На горизонтальной проекціи эллипсоида, видимы точки, 

яежатця выше плоскости экватора, а нз вертикальной - на

ходящаяся впереди плоскости главнаго меридіана. 

Разсуждѳнія, которыя мы применяли для построения 

точки на эллипсоиде, справедливы и для всякой- другой по

верхности вращенія. 

Поверхность вращенія модетъ быть дана проекциями 

оси вращенія и кривой направляющей. Еъ этом* случае пло

скости цроекцін располагаются так*, чтобы одна из* них* 

была перпендикулярна к* оса вращзнія. Пусть кривая (cd, 



c 'd ' ' ) есть на

правляющая, а 

ось - ( о , о ' о " ) 

перпендикуляр

на къ горизон

тальной пло

скости (черт. 

3 0 3 - і й ) . Пог 

строим* яо 

этимъ данным* 

проекціи точ

ки, лежащей 

на данной по

верхности; для 

этого гори

зонтальную проекцію/тг-возьмемъ произвольно и построив*-со

ответствующую ей вертикальную-проекщіго іа' или m", постро

ивши, ту параллель, на которой она находится. Для построе

ния параллели изъ о радіусомъ от описываем* окружность 

и точки ея пересѣченія f и 10 съ cd проектируем* на вер 

тикальную проекцію c'd*-направляющей въ точки f и 1\ и 

черезъ нихь проюдам* параллели оси проекпдй," эти послед

няя -будут* служить-вертикальными проёкпДями той горизон

тали,, на которой мо"жет* лежать Точка, данная горизонталь

ной проекцией m; по горизонтальной проекщій m строим* вер

тикальный m! и m". Таким* образомъ точки (m,m') и (ta,га") 



будут* лежать на данной поверхности. Если черезъ ось (о , 

о*о.н) поверхности проведем* плоскость A B параллельно вер

тикальной плоскости и най деиъ точки встрѣчи ея съ различ

ными параллелями поверхности, то построим* точки,; принад

лежащая главному меридіональному сѣченію (одна изъ такихъ 

точекъ есть точка (h,h'-).); соединив* ихъ непрерывной чер-
S 

'той, получим* кривую главнаго меридіональнаго. сѣченія . 

Построить проекціи однополаго гиперболоида, даннаго 

ось» и. прямолинейной образующей (черт.30'4$. 

Пусть проещіи оси поверхности - (о , о , ѳ в ) : ' за на 

чальное положеніе образующей возьмем* прямую С а 0 с 5 ' а;с»-)і 

параллельную вертикальной плоскости. "Мы доказали,что если 

прямая вращается около другой, не лежащей съ нею въ одной 

плоскости, то. она описывает* поверхность однополаго^ г и 

перболоида, поэтому прямая ( а„с , а ^ с 1 ) опишет* однополый 

гиперболоид*, а точка ( с , с ' ) , как* блиіайшая к* оси вра-

а^енія, опишет* • наименьшую параллель, которая будет* г о р 

лом* поверхности; горизонтальный "слѣд* образующей,- т . е . 

( а , , а,') опишет* параллель, по которой поверхность пере

сечет* горизонтальную плоскость,;'или горизонтальншй слтд* 

поверхности. Если'через* точку ( с , С ) г о р л о в о г о круга.про 

ведем* прямую (ас , а , ' с ' ) , наклоненную к* горизонтальной 

плоскости под* углом*, равным* углу нэклоненія прямой(са й 

c 'a , 1 ) , то. она опишет* ту. же поверхность и будет* образую

щей второй системы, а прямая ( с а 0 , • с ' а , ' ) - первой.Не толь 

ко через* точку г о р л л в г ^ круга можно провести две прямо 
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линейный образующая, принадлежзщія разним* системам*, но Й 

черезъ произвольную точку (a ,m') поверхности можно прове

сти двѣ прямолинейныя образующія. Действительно,если точ

ка ( р , р ' ) начальнаго положенія образующей придетъ въ точ

ку (m,m') , то образующая (са„ , с ' а ' 0 ) приыетъ положеніе 

прямой ( ь о с 0 b * 6 j - ) , при чемъ ъ „ с , будетъ касаться гори

зонтальной ііроекціи горлового круга ЕЪ точке О„ . Если же 

точка ( q , q ' ) образующей второй системы совпадетъ съ U , s ' ) , 

то прямая ( ас , а ' с ' ) совпадетъ сь (do,, d ' c / ) Й черезъ 

точку (m,m1-) будутъ проведены двѣ прямолинейныя образую-

щія. Такъ какъ касательная плоскость определяется двумя 

прямолинейными образующими, проходящими черезъ точку по 

верхности, то плоскость,. определяемая двумя образующими, 

проходящими-черезъ точку (ni,m'), будетъ касательно^;- ея 

горизонтальный следъ есть прямая 8Ъ0, a слѣдъ на П Л О С К О 

СТИ горлового круга - прямая с ,с , „ Когда с соЕпадетъ съ 

сх, то горизонтальная проекція са„ начальнаго положевія 

образующей займетъ положеніе а^с^, а вертикальная -а,' с 1 ; 

прямая (а^с^ , а | с ' ) будетъ параллельна прямой (ас , а | с ' ) , 

т . е . образукшгзя разных* систем* въ диаметрально-противо

положных* точкахъ горлового круга параллельны между со-, 

бою. Ото свойство образующих* справедливо при всяком* 

их* положеніи,. 

Если черезъ ось (о , о ' о " ) проведем* плоскость AB 

(горизонтальный следъ) параллельно вертикальной плоско

сти, то получи и* плоскость главного керйдіоеальнзго ci-
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ченія , а построив* точки встрѣчи образующих* поверхности 

с* этой Плоскостью, найдем* кривую глаЕнаго меридіоналк-

наго сѣченія;- так*, образующая (~b ec e, "bjcj) пересѣкает* 

плоскость AB в* точке принадлежащей главному сѣ"~ 

ченію, Главным* меридіонзльнам* сѣченіемъ будет* гипербо

ла, ибо ма видели, что всякая плоскость, проходящая че 

рез* ось, пересекает* эту поверхность по гипербол*1; про-

екпДями ея будут*: горизонтальной - прямая. АБ пэраллел.. 

оси, а вертикальной -1 гипербола ( у ' п * . . , . А' - одна в*твь, 

и f ' k ' B ' - другая) ' . Точки этой, гиперболы могут* быть най

дены, как* точки пересѣченія окружностей-параллелей по

верхности с* плоскостью AB. Таким* образом* построены ТОЧ

КИ: ( а , п ' ) , ( f , f ) и ( ^ , к ' ) - глзвнаго сѣченія . 

О К А а А Т Е Л Ь H 0 й в л о с к о о т и к ъ 

П О В Е Р Х Н О С Т И В Р А Щ E H Т Я, 

Касательная плоскость к* поверхности вращенія пер

пендикулярна къ плоскости того меридіана, на котором* на

ходится данная точка прикосновения. Пусть od * (черт . 305) 

будет* осью поверхности вращенія я И - точкой, взятой на 

ней; требуется доказать, что касательная плоскость в* точ

ке M перпендикулярна к* плоскости мервдізнз оМо*". Для э т о 

го через* точку M проводим*, параллель АМА',.которая Б* пе

ресечений с* плоскостью меридіана даст* прямую Мс, равную 

радіусу параллели. Касательная плоскость в* точкѣ M, про

ходя через* прямыя MN и Mt, касательныя к*- кривой оМо' и 
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къ окрувноети "АМА*, - перпен

дикулярна къ плоскости огМо 

потому, что Ш перпендикуляр

на Мс, но линія Мс есть сече -

ніе двухъ перпендикулярныхъ 

плоскостей (меридіана и па 

раллели); если же линія л е 

жит*, въ одной изъ перпенди

кулярныхъ плоскостей и пер

пендикулярна къ ихъ сѣченію, то она перпендикулярна и ко 

второй плоскости. Следовательно, Мѣ перпендикулярна къ 

плоскости оМо', а потому плоскость о'Мо перпендикулярна 

къ плоскости МНѢ, т . е . касательной. 

Касательння линіи къ меридіональннмъ кривым* в* точ

ках* одной параллели пересекаются съ осью Еращенія въ одной 

точкі(чер.зоб). 

Черт.306. 
Еозьмемъ каса 

тельную къ меридіа-

нальной кривой въ 

ТО'ЧК'1 А и положим*, 

что она пересекает* 

ось враценія в* точ

ке D; соединяем* А 

с* центром* с парал

лели; тогда Ас бу

дет* перпендикулярна 
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къ оси Do. Вообразим*, что .треугольник* AcD вращается око 

ло сторона oD; тогда AD будетъ описывать поверхность к о 

нуса и і будетъ переходить последовательно ЕЪ M, М', А* и 

т . д . Конус* будетъ касаться поверхности врзщеиія по парал

лели АА'; различный его. образующія будутъ касаться поверх

ности въ точкахъ A, A ' , U, М ' . . . . и будутъ проходить че 

резъ точку D. 

Этимъ свойствомъ пользуются при проЕеденіи к асатель 

ной плоскости къ поверхности врзщенія. 

З А Д А Ч А . . Построим* касательную плоскость въ к а 

кой-нибудь точке эллипсоида ( ч е р т . 3 0 7 ) . 

Для этого проводимъ на. данном* э/липсоидѣ параллель, 

на которой находится данная точка (m,m'), и къ ней каса 

тельную U t , m ' t ' ) , а также и касательную к* меридіану,про

ходящему через* точку (m,m'У. Касательную к* меридіану 

•:троятъ на основаніи доказаннаго свойства, что всѣ каоатель-

ькя къ меридіональнымъ кривым*, въ точкахъ одной параллели, 

;;.ересѣкаются съ осью поверхности въ этой точкѣ'. Поэтому, е с 

ли построим* касательную {et, e ' f ) ЕЪ Т О Ч К * ( е , е * ) , лежа

щей на одной параллели съ точкой (m,m'h къ главному мери-

ліокальному сеченію, то,- продолживши ее до пересѣченія с* 

осью ( о , о ' о " ) въ точке В и соединив* последнюю с* а ' , по 

лучим* вертикальную проекцію m'P искомой касательной, г о 

ризонтальная же-будетъ ідо. Плоскость, проходящая через* 

(шѣ, ш Ч ' ) и (от , Р т 1 ) , будет* искомой касательной плоско-
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Черт» 307. стью по поверхно

сти эллипсоида въ 

точжѣ (m,m 1 ) . Го

ризонтальный слѣдъ 

ея ос/ъ будетъ па 

раллеленъ oit , 

такъ кажъ (mt, 

m * t ' ) , будучи 

параллельно горизонтальной плоскости, слуяитъ горизонталь» 
И. Е. МИХАЛЕВСКІИ. типо-лиг. ю. В Е Н Е Р Ъ ПРЕЕМН. О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъ 25-й. 
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искомой плоскости. При выполненіи построенія могут* в с т р е 

титься затруднения: 1) Точка Р может* не ПОМЕСТИТЬСЯ въ 

предѣлах* чертежа. Въ этом* случаѣ строимъ горизонтальный 

слѣдъ ( f , f ) касательной (ef , e ' f ) ; затѣмъ вращаемъ г л а в 

ное меридіональное сѣченіе до совпаденія его съ меридіа-

номъ точки (m,m'); при вращеніи точка f будетъ перемѣщать-

ся по окружности'радіуса of и, описевъ дугу f f , , совпадет* 

съ f e ; вертикальная ея проекція останется на оси и будетъ 

f ' . Точка ( f e , f„') будетъ горизонтальным* слѣдом* касатель 

ной в* точкѣ (ш»ш') к* меридіональной кривой. Соединив* f0* 

с* ш', получим* проекдіи (mf„, m* f * )касательной к* мери-

діану; елѣдн плоскости будут* ос/а^. 2) Если T 0 4 K 3 ( f , f ) 

в* пред-ѣлах* чертежа не помещается, то на касательной къ 

главному мерядіояальному сѣченію в* точкѣ ( е , е ' ) берут* 

точку ( к , к ' ) и главный меридіан* вращеніем* около оси при

водят* в* со.внѣщеніе с* меридіаном* данной точки ( т , щ ! ) ; 

при этом* вращеніи точка ( k , k r ) будет* перемещаться по 

окружности, и когда главный меридіан* совпадет* с* мери-

діаном* точки ( т ,ш '> , то точка ( к , к 1 ) принимает* положе

ние ( к 0 , к ' ) . Соединив* к^ с* ш', получим* искомую верти

кальную проекцию касательной к* меридіональной кривой въ 

точкѣ (ш,ш')„ 

П Е Р Е С Ѣ Ч Е H I E П Л О С К О С Т Ь Ю 
Э Л Л И П С О И Д А В Р А Ш, Е H I Я . 

Возьмем* эллипсоид* вращ,енія (черт.308) и построим* 
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Черт.308. 
криЕув сѣче-

н ія его про

извольной 

плоскостью 

Для 

построенія су-

ческихъ поверхностей. 

ществуютъ три 

способа:!)спо

соб* ГОРИЗOS" 

тзльнЕХъ сѣче-

ній ; 2) -мери-

діональных* 

плоскостей: 

3) - цилиндри-
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Первый способъ состоит* в* том*, что данную поверх

ность и плоскость пересѣкаютъ рядом* вспомогательных* гори

зонтальных* плоскостей и замечают* точки встречи ливіа п е -

ресѣченія . Эти ТОЧКИ будут* искомыми. 

Второй способ* состоит* въ том*, что определяют* с ѣ -

ченіе меридіональныхъ плоскостей съ данными поверхностью и 

плоскостью. Точки встрѣчи линій сѣченія суть искомыя точки. 

Третіи способ* заключается в* томъ, что строят* ряд* 

цилиндрических* поверхностей, направляющими которых* слу-

жатъ различныя параллели данной поверхности, a образующія 

параллельны какому-нибудь слѣду сѣкущен плоскости. Цилин

дры пересекаются данною плоскостью по образующим*,а точки 

встрѣчи этих* образующих* съ направляющею параллелью - и с 

комыя. 

Разсмотримъ только способ* горизонтальных* сѣченій. 

Проводим* какую-нибудь горизонтальную плоскость (пусть 

вертикальны! слід* ея - а 1 В ) . Еъ сѣченіи ея с* поверхностью 

вращ.енія получается круг*, который проектируется на гори

зонтальную плоскость въ натуральную величину, а въ сеченіи 

съ плоскостью oiß,^- горизонталь последней. Пересечение 

этой горизонтали и круга даетъ двѣ точки ( а , а ' ) и ( b , b ' ) 

искомой кривой сѣченія . На горизонтальной плоскости обе 

точки будутъ видимы, а на вертикальной - только ь ' , ' так* 

как* точка ( а , а ' ) закрывается частью эллипсоида. 

Такимъ же способом* определяются и другія точки, при

надлежащая сеченію тела вращенія плоскостью. Полученный 



- Ö89 -

точки соединяют* непрерывной линіей. Если бы прямая ab не 

пересеклась съ кругом*, то это показало ба, что во взятой 

горизонтальной плоскости нетъ ни одной точки, принадлежа

щей сѣченію (напр . , плоскость Б ' , черт,308) .Вспомогатель

ный плоскости выгодно располагать симметрично относитель

но плоскости экватора (Н и ff", черт .308) , т . к . тогда г о 

ризонтальный цроекдіи параллелей совпадают*. 

При опредѣлеяіи точек* кривой выгодно соблюдать с л е 

дующей порядок*: 1) определить точки на плоскости главна-

го меридіана, 2) - точки на экваторе, 3) - высиую и низшую 

точки кривой и, наконец*, промежуточный. 

Построим* точки, лежащія на главном* меридіональномъ 

сеченіи . Для этого продолжим* плоскость этого меридіана до 

встречи с* данной плоскостью и построим* линію сеченія 

(вертикаль) (Lv, L ' v ' ) . Точки встречи этой линіи съ эллиіг-

сом* главнаго меридіональнаго сеченія будут* искомыми точ

ками (одна - h , h ' , другая на верхней части эллипсоида и на 

черт.308 не обозначена) . Этими точками вертикальная проек-

ція делится на две части: видимую и невидимую (невидимая -

h ' g ' a ' ) . 

Строим* точки кривой на экватор! . Для зтого продол

жаем* его плоскость до пересѣченія с* данной плоскостью. 

Линія пересеченія этих* плоскостей есть пряная, горизон

тальная проекція х| у,' которой параллельна<*у£ ; прямая эта 

встречает* экватор* въ точках* ( g , g 1 ) и ( р , р \ ) кривой о$че-

н і я . Точками g и р горизонтальная проекція кривой сѣденія 
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разделяется на части - видимую и невидимую. 

Для построенія высшей и низшей точек* кривой сѣче-

н ія проводим* через* ось поверхности вращенія плоскость 

оА? перпендикулярную къ . Отроим* сѣченіе этой пла~ 

скости с* данной; для этого замечаем* точки пересеченія 

следов* плоскостей; на нашем* чертеже вертикальный следъ 

линіи сеченія не помещается въ пределах* чертежа. Поэто

му для построенія вертикальной проекпДи линіи сеченія н а 

ходим* ТОЧКУ ВСТрЪЧИ ДаННОЙ ПЛОСКОСТИ с ^ / З ^ " съ осью (о , 

о ' о " ) , т . е . точку (о , о ш ) . Если о'" соединимъ съ А', то и 

получим* вертикальную проекпію линіи сеченія плоскости 

с^ЗУсъ вспомогательною плоскостью, проходящею через* 

ось эллипсоида. Остается построить оеченіе этой меридіо-

нальной плоскости съ поверхностью и заметить точки в с т р е 

чи этой кривой съ линіей (оА, о "А*). Для этого меридіан* 

оА вращаем* около оси поверхности до совпаденія с* г л а в 

ным* меридіаномъ. При этом* вращеніи точка А опишет* дугу 

АЁ; точка А' придет* въ Б 1 ' ; ( о , о ш ) , іакъ точка, лежащая 

на оси вращевія, положенія своего не изменит*. ПрямаяСоВ, 

о'"В') пересекает* главное меридиональное сѣченіе Б* T O Ï -

ках*, вертикальная проекпДи которых* суть Л 1 и К 1 ' . Если 

плоскость разсматриваемзго меридіава приведем* въ прежнее 

положеніе, то эти точки, переместившись по параллелям* по

верхности, примут* положен!е ІЛа, Л , ' ) и ІЛ0, Ѵ0) < Дока

жем*, что точки ( Д . , Д в ' ) и ( К 0 , Kl) будут* низшей и выс

шей точками кривой сечев ія ; для этого докажем*, что к а с а -



- 391 -

тельнкя къ кривой сѣченія в* этих* точкахъ будутъ п а р а л 

л е л ь н ы оіуз . Построим* эти касательный. Онѣ выразятся ли-

ніями сѣченія плоскости ouß^" и касательных* плоскостей 

къ поверхности в* разсматриБаемых* точках*. Касательная 

плоскость к* поверхности вращ.енія перпендикулярна къ пло

скости того меридіана, на которомъ находится точка к а с а -

н і я ; поэтому касзтельвыя плоскости въ точкахъ ( Д , , J l j ) 

и (К , , К^) будут* перпендикулярны къ меридіану о і . К* этой 

же плоскости перпендикулярна и сѣкущая плоскость ^Jbj^* 

поэтому линія пересѣченія касательной плоскости съ плоско

стью ^ - у З ^ т»е . касательная къ кривой сѣченія будет* 

перпендикулярна къ плоскости сѣченія оА. Вертикальная про-

екціи касательных* (напр. J l j t ' ) будут* параллельны оси 

ху (такъ какъ плоскость оА - проектирующая и ея вертикаль

ный слѣдъ перпендикуляренъ къ о с и ) . Между этими параллеля

ми будетъ заключаться вертикальная проекція линіи сѣченія . 

Так* какъ черезъ ось ( о , о'о"') можно провести только одну 

плоскость о'А, перпендикулярную whoLß,«y , то в* последней 

плоскости будутъ существовать только найденныя точки ( Хв> 

и ( К 0 , К' 0 ), касательная ливія въ-которых* будет* об

ладать указанным* свойством*, а следовательно точка ( Д . г 

ѵЯ 0 ') будет* низшей, а (К„, KJ ) - высшей точкой кривой с ѣ -

ченія . 

Построеніе кривой полезно начинать построеніемъ т а 

ких* точек*, потому что слѣды вспомогательных* плоскостей 

будут* заключаться между Лі и К1, и нам* не придется про-
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вести ни одной плоскости, не заключающей въ себе точекъ, 

принадлежащих* кривой сѣченія. 

Для опредѣленія натуральной величины сѣченія нужно 

плоскость совмѣстить съ одной изъ плоскостей яро-

еквін и построить .совмізщеніе кривой сѣченія, 

Линія (оА, о"'А' ) слушитъ осью кривой сѣченія. 

П E F I С ѣ Ч E H I F ïil А Р А С Ъ К О Н У С О М I . 

Разсмотрнмъ случай пересъченія поверхностей враще-

я і я , когда оси параллельны между собой и перпендикулярны 

къ горизонтальной плоскости ( ч е р т . 3 0 9 ) . Пусть требуется 

построить сѣченіе жара съ конусом*. Шаръ и конусъ пере

секаются по кривой двойной кривизны. Чтобн получить точ

ки кривой с і ч е н і я , пересекаем* обе поверхности плоскостя

ми, перпендикулярными къ осямъ данныхъ поверхностей". Въ 

нашем* случае такими плоскостями будутъ плоскости, парал-

лельныя горизонтальной плоскости проекпдй. 

Пусть слѣдъ одной изъ вспомогательных* плоскостей 

есть В , Байдемъ сѣченія ея с* каждой из* данныхъ поверх

ностей. Кривыя сѣченія суть окружности, а точки встрѣчи 

ихъ - точки искомой кривой ( так і я точки на вашем* черте

же - ( а , а ' ) и ( h , b * ) . ПроЕедя другую вспомогательную пло

скость, получимъ еще двѣ точки и т . д . 

Можетъ случиться, что окружности, полученныя Е Ъ с ѣ -

ченіи, не пересекаются между собою; это покажет*, что в* 

этой плоскости точек*, принадлежащих* кривой сеченія , не 
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существуетъ. Чтобы избежать проведенія таких* лишних* пло

скостей, нужно построить высшую и низшую точки кривой» Для 

этого проведемъ плоскость, проходящую черезъ оси данныхъ 

поверхностей; горизонтальный след* ея JDB пройдетъ черезъ 

точки с и о . Зта плоскость пересечет* конусъ по треуголь

нику, осноьаніемъ кстораго будетъ линія AB, а шаръ - по 

кругу радіуса cD. Точка встрѣчи образующихъ конуса, лежа

щих* в* сѣченіи AB, съ этим* кругом* будутъ искомыми.Что

бы найти их*, С О Е М Ѣ С Т И М Ъ плоскость, проходящую черезъ оси, 

с* горизонтальною и построим* совмѣііенныя положенія круга 

сѣченія и образующих* конуса. Совмещенное положеніе точки 

( с , с * } есть 11; совмещенное положевіе круга сеченія і а р а -

FQMN; совмещенное положеніе вершины конуса - 0 о ; образую

щих* конуса - І0„ Й Ю, . 

Точки Р, M, N и Q встречи образующих* конуса с* кру

гом* сѣченія і а р з плоскостью BD будутъ совмещенными поло-

женіями точек* искомой кривой. По соЕмѣщенному положенію 

мн можем* найти их* проекціи (m,m'), ( n , n r ) , ( p , p r ) и C q , q ' ) . 

Так* как* образующія конуса пересекаются с* кругом* сечевія 

шара плоскостью BD, то в* сеченіи получатся кривыя входа и 

выхода. В* кривой входа точка ( т , ш г ) будет* Еысшей,а точка 

( п , п * > - низшей, а въ кривой выхода точка (р ,р*) - высшей и 

( g , q ' ) - низшей, потому что касэтельнвя къ кривым* сеченія 

в* точках* Cm,m'), ( и , а 1 ) , ( р , р ' ) и ( q , g ' ) будут* парал

лельны горизонтальной плоскости. Действительно, чтобы про

вести касательную къ кривой, напр. в* точкѣ ( п , п ' ) , м н долж-



ны провести въ этой точке касательная плоскости къ на

шим* поверхностям*. Линія ах* пересВченія и будетъ к а с а -

тельною къ кривой сѣченія въ рззсматриваемой точке. So 

каждая изъ касательных* плоскостей перпендикулярна къ пло

скости того меридіана, на котором* находится точка ( п , п ' ) ; 

поэтому линія ихъ нересѣченія будетъ перпендикулярна къ 

общей меридіояальной плоскости BD maps и конуса. Такъ какъ 

плоскость эта перпендикулярна къ горизонтальной плоскости, 

то линія сѣченія касательных* плоскостей, т . е . к а с а т е л ь 

ная къ кривой сѣченія въ точке ( п , п * ) будет* параллельна 

горизонтальной плоскости проекціи. Такимъ образом*, если 

через* m 9 , п ' , р 1 и g' проведем* параллели оси ху, то по 

лучим* вертикальная проекціи касательных* линій к* кривой 

съченія въ ея ЕЫСШНХ* И НИЗШИХ* точках*, а потому верти

кальная проекція кривой входа должна заключаться между 

параллелями « 'ж и m 1 ?, а кривой выхода - между V и и q r'v. 

Горизонтальный проекціи касательных* въ точкахъ (m,m') , 

( а , п ' ) , (р ,р*)и (q,q *) перпендикулярны къ BD. 

Для получения промежуточных* точек* кривой сѣченія 

следует* проводить вспомогательныя плоскости так*, чтобы 

вертикальные следы их* заключались между а ' х и m'y или 

между p 'z и q 'v . 

Для построенія точек*, лежащих* на очерках* кониче

ской поверхности, продолжаем* главное меридиональное с к -

ченіе конуса до встрѣчи с* поверхностью жара.Эта плоскость 

пересечет* шар* по окружности, дізметр* которой равен* fk , 
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а конус* - по образующим*., проекціи которых* на вертикаль

ной плоскости составляют* очерк* конической поверхности. 

Вертикальная проекція круга сѣченія плоскости of с* шаром* 
fk 

будет* получена, если изъ точки С радіусом* —т опивем* 
с 

окружность; точки встрѣчи ея съ образующими конуса будут* 

точками искомой кривой» 

На горизонтальной, проекпіи кривыя входа и выхода бу

дутъ невидимы, так* как* лежат* ниже плоскости экватора 

жара. 

Конус* и жар* могут* дать в* пересіченіи и кривую 

вдавливанія. Это произошло бы в* том* случаѣ, если бы толь

ко одна из* прямыхъ Юл и В0о не пересѣкалаеь с* окружно

стью MNPG.. 

П Е Р Е С И П І 1 П Р И З M S С Ъ Ш А Р О M Ъ\ 

При построеніи линіи сѣченія поверхности вращенія с* 

многогранниками строят* сѣченія каждой грани отдѣльно. При 

этом* сначала строят* точки, лежащія на ребрах* многогран

ника, a затѣм* промежуточный точки (точки, лежащія на г р а 

нях*) . 

Возьмем*' правильную шестигранную призму, ось которой 

проходит* через* центр* шара ( ч е р т . 3 1 0 ) , и построим* сна

чала с^ченіе шара той гранью, горизонтальный слід* которой -

АЕ. Эта грань, как* видно по чертежу, параллельна вертн-

ралЬной плоскости проекцій, следовательно круг*, по которо

му она пересечет* шар*, проектируется на вертикальную пло-
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Черт.310. скость 

въ и с 

тинную 

величи

ну, д і а -

метръ 

этого 

круга * 

» А'В'; 

точки 

а ,Ъ ,с и 

d прй-

надле-

жатъ 

верти

кальной 

проекціи 

этого 

круга.Въ 

точкахъ 

а и b 

ребра 

призма входятъ въ шаръ,- въ точкахъ с и d - ваходятъ взъ 

шара. 

Следующая грань, гориэовтальный с л і д і которой есть 

ДС, пересѣкаетъ піаръ по кругу, діаметръ которэго - А„С0 . 
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Это грань н а к л о н е н а къ вертикальной плоскости, а потому 

проекція круга с і ч е в і я будетъ эллипс*. Построим* оси э т о 

го эллипса; для этого построим* в* круге сѣченія діаметр*, 

проектирующійся на вертикальную плоскость в* истинную в е 

личину (параллельно вертикальной плоскости). Горизонталь

ной проекціей этого діаметрз будет* служить точка M ( с е 

редина АС). Центром* круга будет* точка (М,М #), лежащая 
А С 

въ плоскости экваторе. Откладываем* м̂ М» = моМ" » — ~ 

Линія M'M" будетъ большою осью эллипса. Малой осью эллип

са будетъ служить діаметр*, параллельный горизонтальной 

плоскости. Вертикальная проекдія его А'„С* параллел. ху 

строится по горизонтальной проекпди АвС0 . По осям* ¥*Чп 

и AJ,CJ строим* эллипс*, часть котораго между •€ и с (или 

между к и а) принадлежит* кривой сѣченія. Ври этом* очень 

важно построить точки, лежащдя на ребрах*, выходящих* из* 

точек* С и F. Для отксканія этих* точек* проводим* через* 

ребра С и F плоскость, которая пересекает* шар* по большо

му кругу. Такъ как* плоскость эта. параллельна вертикальной 

плоскости, то этот* большой Круг* будет* служить очерком^ 

шаровой поверхности. Поэтому точки ^f , k, £ % и к' будут* 

принадлежать кривой сфченіяѵ Таким* же образом* строится 

сѣченіе шара с* гранью, горизонтальный след* которой - EF 

Остальная грани, пересѣкзя шар*, дадут* крвввя, который 

на нертякальной плоскости будут* совпадать съ уже постро

енными кривыми. 
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В И Н Т О В А Я П О В Е Р Х Н О С Т Ь . 

Винтовая поверхность происходит* отъ движевія пря

мой по двум* направляющим*: одной направляющей служит* 

винтовая линія, взятая на поверхности кругового цилиндра, 

а другой - ось циливдра, при чем* угол*, составляемой дви

жущейся прямой с* осью цилиндра, сохраняет* свою величину. 

Движущаяся прямая называется образующей винтовой поверх

ности; уголъ, составляемый образующей с* осью цилиндра, 

может* быть прямым*, тупым* и острым*. Иногда вмѣсто ци

линдрической винтовой линіи берется коническая. Винтовая 

поверхность, получающаяся при этом*, называется винтовой 

поверхностью второго рода. 
Пусть оо' (черт .311) 

ось цилиндра; кривая AB -

винтовая линія и CD - об -

разующая. Уголъ CDo = (f 

при движеніи образующей 

сохраняет* свою величину. 

Если изъ точки С опу

стим* перпендикуляр* на 

о о ' , то CS выразнтъ ра -

д іус* цилиндра. Особен

ность ДЕйженія состоит* 

ЕЪ том*, что точки встрѣ-

чи образующей с*' направля

ющими поднимаются на одну 
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и ту же высоту. Такимъ образом*, когда CD изъ яанимаема-

го положенія переместится въ C D ' , то точка С поднимется 

на высоту ЕЕ' , a D - на высоту DD' . Линія IE* = DD' . Для 

доказательства разсмотримъ прямоугольные треугольники GDB 

и C D ' S ' : они равны, такъ какъ СЕ = СЕ" какъ радіусн ци

линдра, - уголъ ODE - c 'D 'E* = . Поэтому DE » D ' B ' , a 

следовательно DCf = ЕЕ ' . Зтимъ свойством* прямолинейной 

образующей пользуются при построеніи проекціи винтовой по

верхности. Зто же свойство ДЕйженія прямолинейной образую

щей даетъ возможность доказать, что всякая точка M образу

ющей при движевіи ея описыьает* винтовую линію одного х о 

да съ направляющее, лежащую на поверхности цилиндра, ра -

діусъ котораго равенъ разстоянію MH разсматриваемой точки 
1 

отъ оси, действительно, пусть точка С, совершив* /п долю 
% 

оборота-по.цилиндру, поднимается на /п нага . Точка M так 

же будет* двигаться по поверхности цилиндра (ибо ея р а а -

стояніе MI от* оси оо' есть величина постоянная, равная 

MD.Sin <f), также сделает* /п долю оборота и переместится 

вдоль оси на столько же, на сколько G, т . е . на Ѵп шага 

заправляющей винтовой линіи. 

Названіе винтовой поверхности зависит* от* угла, д$г-

лаемаго образующей с* осью цилиндра. Если угол* UDO - пря

мой, то поверхность называется прямоугольнаго образованія 

и встречается при черченіи винтов* съ квадратной или пря

моугольной нарезкой. Б* такой поверхности все образующая 

параллельны горизонтальной плоскости, Зта плоскость назы-
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Бается направляющею плоскостью винтовой поверхности. Если 

угоя*, образуемый прямою съ осью цилиндра - острый или ту 

пой, то поверхность называется поверхность! 'треугольнаго 

образования Й встречается при черченіи винтовъ съ треуголь

ной нарѣзкою; очевидно, что въ этой поверхности всѣ прямо-

линейныя образующая параллельны образующим* прямого кону

са, ось котораго составляетъ съ образующими уголъ р ' ' . Этот* 

конусъ называется направляющий конусомъ винтовой поверхно

сти треугольнаго образованія . 

ііостроимъ проекціи этой ВИНТОЕОЙ поверхности (черт . 

312-ый). Бозьмемъ цилиндрическую винтовую лннію, ось кото 

рой перпендикулярна къ горизонтальной плоскости, Положим*, 

что образующая начинает* движеніе от* точки ( fa ,а ' ) ' . Еъ 

этом* положеніи уголъ, который образующая дѣлает* съ осью, 

на вертикальную плоскость проектируется в* истинную вели

чину; поэтому для.построения положевія образующей, соответ

ствующей трчкѣ ( а , з * ) , проводим* через* а' пряную a 'd, на 

клоненную кь оси цилиндра иод* углом* Y > горизонтальная 

проекція образующей - зб . Полежим*, что образующая•переме

стится так*, что точка (а , а ' ) займет* положеніе ('Ъ,Ъ*)'.При 

этом* двиаеній точка эта поднялась на Еысоту ъ 'Ъ, ; то^ка s 

Займет* положение d e , при чем* ùôa = b ' b . e . Соединив* b 1 с* 

d„, получим* положеніе образующей для точки ( ь , ь ' ) . Ччобк 

получить слѣдующія положена я образующей, отлогим* на осг-: 

о ' о " равяня части d f fd, = 4, d A = à 4 d s . * . . , а отъ точки а на. 

.горизонтальной плоскости отловим* о ab чѣсколько рав* по 

И. Е. МИХАЛЕВСКШ. Т И П О - Л И Т . Ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъ2б-й. 
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Черт.S12, 

окружности р8,Öіуса оа, такъ чіг; ^ at ЪЪ, = о Ъ,Ъ а . . . 

Соединяя точки ъ / , Ъ 3... съ о, получимъ горизонтальная 

проекдіи осразующих-ь кивтокм поверхности; проектируя точ

ки Ъ, , Ъ А , Ъ 3 . . . . ' н а вертикальную плоскость и соединяя Ъ', 

Ъ|, " ь ^ . . . . съ соответствующими точками на оси о ' о " , полу

чимъ вертикальная проекиДа образующихъ. 

ЕСЛИ и ост ооиыъ ьапрарляющій конусъ, то вертйкальнь'я 

проекціч образующихъ поверхности момо строить при помощи 
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этого конуса. Для этого черезъ S проводимъ образующую ко

нуса Sn параллел, оЪ (горизонтальной проекціи образующей 

винтовой поверхности), а черезъ Ъ' проводимъ b f d 0 парал

лельно S'a' - вертикальной проекдіи образующей конуса; 

Ь 1 ùa и будетъ вертикальной проекціей прямолинейной обра

зующей винтовой поверхности, 

Если построимъ с л ѣ д ь і о / у з , , 2^ • • ' * различных* обра

зующих*, то они будутъ принадлежать следу поверхности. 

Продолживши винтовую линію под* плоскость основавія ци

линдра и перемѣлая по ней образующую, найдем*, что точка 

d (черт.312) будет* опускаться и след* образующей будет* 

заходиться внутри .окружности основанія цилиндра; когда 

точка d совпадет* съ точкой о, то и слѣдъ поверхности 

пройдет* черезъ о . Докажем*, что кривая, представляющая 

слѣд* поверхности, есть спираль Архимеда. 

Пусть о,п С черт. 313) есть' начальное положен) е обра

зующей, а An, и В п ^ . . . . - сліздующДя ея воложенія; оо, , 

от и от, проекціи образующих* на плоскость освоьанія ци

линдра, а ТОЧКИ &L , j b , у - следы образующих*. 

Так* как* точки О , , "А, В . . - лежат* на винтовой ли-* 
Ara о, m . 

ній, то —— = ; тве.угольники Аост и В / З ш , . , . по-

добны, так* как* они прямоугольны при точках* m и л , , и 
Аэз 

А.оіЬь = в2т, = / у Из-: поДобія их* слъдует*: —— = 
pi m ; сразниьая эту пj-onopnifv с* предыдущей, находимы 

Ы-'iù О , Т і otS. Z о, oui 
или. -
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Черт.SIS. ос m представляет* при-

ращеніе радіуеа GO, при 

переходѣ от* ТОЧКИ О, 

КЪОІ , a ßm, - прира

щен і е того же радіуса 

при переходе из* о, въ 

ß>* йтэкь, получилась 

следующая пропорція: 

приращеніе радіусо.въ-

--некторовъ кривой про

порционально углам*.со

ставляемым* ими съ по

стоянной прямой оо, До

кажем*, что е ю есть 

СВОЙСТЕО спирали Архи

меда-

Пусть кривая оКо,<*/з . . . 

(черт .314) - спираль Архимеда, а о, mm, . . . . - окружность, 

описанная изъ центра о и СООТВЕТСТВУЮЩАЯ, окружности осно-

ванія цилиндра на черт .SIS , Рели ху есть полярная ось спи

рали, то: 

точки о , , ос цß, принадлежат* второму обороту Архимедовой 

спирали; поэтому, если радіусьі-векторы точек* о,, <?с иß> 
f. 'СРЛЪ&О' 

назовем* через* о , о <? , то будем* ИМЕТЬ: - f •. • 
. Л Л Л . • > ' > • « • у <W380 

л f 380 ^ . / 
и « = , „ п . , Г'Д* О/ОУ = ; * с^оу = <Ц ; и 
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Ч е р т . і Ш . ~ - G ( D ~ 

стзвляем* производ

ный пропорціи: 

СлБДОЕ&аельно,послѣД-
х няя пропорпДя прини

мает* вид*: = ^ ш ' 0 0 ' , т . е . прираіеніе радіусов*:-

m о с . Z ш оо, 

-векторов* спирали пропорціонально углзм*, которые они с о 

ставляют* с* прямой о о ' . 

Так* как* с/іѣд* поверхности обладает* этим* свой

ством*, то онъ есть спираль Архимеда. 

С Л Ъ Д С T Е I Е. Оѣченіе БИНТОВОЙ поверхности тре-

угольнаго образовэчія плоскостью, перпендикулярною к* оси, 

есть спираль Архимеда-

Б* винтовых* поверхностях* прямоугольного о б р а з о в а н а 

или КЕздратнаго В С Б образующая параллельны горизонтальной 

плоскости; поэтому проекидя образующих* такой поверхности 
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располагаются такъ: горизонтальный ' - по радіусамъ окружно

сти осноьанія , а вертикальныя - параллельно оси. 

Иногда рэзсматриваются винтовыя поверхности съ внут

ренним* цилиндрическим* пролетом*. Зти поверхности проис

ходят* от* .движевія прямой по ЕННТОЕОН лиши, начерченной 

ва поверхности внізщняго цилиндра таким* образом*, что она 

составляет* постоянный угол* с* образующими ©того цилин

дра, оставаясь при движеніи касательно» к* внутреннему ци

линдру. Язъ этого способа образоваиія поверхности слѣдует*, 

что : I ) точка касанія образующей с* поверхностью цилиндра 

описывает* винтовую линію одного хода съ направляющей; 

2) образующія этой поверхности параллельны образующим* на 

правляющего конуса, у котораго угол* при вершин1! - 2 у . 

Пусть і ч е р т . с і б ) дана винтоЕая линія на поверхности в н ѣ і -

няго цилиндра. Примолинейная образующая перемещается по 

этой винтовой линіи, оставаясь касательной к* внутреннему 

цилиндру; поэтому горизонтальная прсекцін различных* ея 

положер.іи будут* касательными ас, ъ л , à Л, . . . . к* окруж

ности основанія внутренняго цилиндра. Найдем* вертикальную 

нроекцію образующей, проходящей черезъ точку ( а , а ' ) . По

строим* сначала то положеніе, которое она займет*, будучи 

повернута около оси (о, о"о ' ) до положенія-, параллельнаго 

вертикальной плоскости. При таком* вращеніи точка с придет* 

в* с а ? а течка а - в і а„ , так* что 'это положеніе образующей 

будет* а , с , . В* этом* случае угол* (f нэ вертикальную пло

скость проектируется въ истинную 'величину, Поэтому мв но'-
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лучим* вертикальную проекцію образующей, если при точк* a J 

построим* угол* 90 -(f. 

Если построенную таким* способом* образующую ( а Л с 0 , 

а^с] ) Еращеніем* привести Е * ёя прежнее положен!^ То Точ

ка С' придет* в* положена с '»й ебреэуюцая примет* по ла 

кеи! е -(ас, а ' с ' Х . Толка ( с , с ' ) d'y дет* точкою касанія о б 

разующей с* поверхностью внутренняго цилиндра. 

При дви^еніи прямолинейной образующей точки встрѣчи 

ея с* направляющими поднимаются па одну и ту se ЕЫСОТУ. 

Зтим* свойством* мы воспользуемся для построенія различ

ных* образующихъ поверхности. Для этого разделим* окруж

ность основанія на какое-нибудь (на черте*! 315-м* - з а 6) 

число равных* частей и точки a,"b,d, е, f и g проектируем* 

на вертикальную плоскость. При переходе точки ( a , s » ) об

разующей в* положеніе ( ь , Ь * ) , она поднимется На высоту, 

равную рззстоянію ъ^Ъ 1 ,точки .V от* оси; на ту же высоту 

поднимается точка касанія этой образующей с* поверхностью 

цилиндра. Поэтому мы откладнвасмь от* точки cj части: 

cl ос = оси, = оСы.^ = . . . . = = b 0 b ' . Из* точек* b ,d , 

е, £ я .g проводам* касательный къ внутренней окруяности-

T O 4 F H Я . Л, , Xz , будут* горизонтальными проекціяки 

точекъ касанія образующей к* поверхности внутренняго ци

линдра Вертикальная ироекціи точекъ касанія ДОЛЕНЫ нахо

диться от* оса ху на разстояніи о 'ос -. о Ц , о'ы.х .. . . п о 

этому для яолучеяід их* m из* точек* ос, ы., ,• ос^ . . П р о 

водим.* параллели оси ху до встрѣчи с* перпендикулярами на 
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ооь, опущенными и37- то ч е й Л , Л, , и'"'-А- Соедк-

КИЗ* точки Л ' . Л*, Л ' ^ . . . . ст точками b*. d ' , е 1 и т . д , 

Получимъ вертикальныя проекціи образующие Поверхности»а 

соединив* их* можду оосою, - винтовую линію, начерченную 

на поверхности внутреннего цилиндра, 

Вертикальныя проекціи образующих* виятовой поверх

ности можно построить при помощи направляющего конуса. 

Проведем* через* S прямую 8г, параллельную ъЛ» и най

дем* вертикальную проекілю s ' r ' направляющаго конуса.По

следняя должна быть параллельна V Л'» и потому мы мо

жем* построить V JC> цроведя* из* V линію, параллельную. 

S ' r ' . 

Если будем* разематривать винтовую поверхность пря-

моугольнаго или квадратнаго образованія с* цилиндрическим* 

пролетом*, то вс і ел образующая параллельны горизонтальной 

плоскости и потому построеяіе проекцій упрощается. Гори

зонтальная проекціи будут* касаться окружности оснрванія 

вяутренняго цилиндра, в вертикальныя проекціи, проходя ч е 

рез* соответственная точки ВИНТОБОЙ линіи ЕНБШНЯГО цилин

дра, будут* параллельны оси ху. 

3. Д Д А Ч А. На данной винтовой поверхности постро

ить точку (черт.316) ' . 

Пусть дана винтовая поверхность треугольнаго образа -

ванія с* рчѵтреннимъ цилиндрическим* пролетом*. Чтобы п о 

строить точку, мы на горизонтг-льной проекціи данной поверх

ности берем* произвольную точку ш и проводим* через* Н Р ° 
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касательную къ внутренней окружности. 

Пусть касательная ©та есть fen; тогда эту линію мож

но разематривать какъ горизоатальную проекцию одной изъ 

образующяхъ. Строимъ ея вертикальную проекцзю b ' n ' и на 

ней находимъ вертикальную проекцію і г , 

З А Д А Ч к. Въ данной точкѣ (m,m1) винтовой поверх

ности провести къ ней касгтбльную плоскость (черт.316)'. 

Для г-ого замЗткдо* что съ дввѵеніем* образуюш,ен(Ьп, 

b*ri e) -точка (э,ш*) будетъ спи см нать винтовую линію одного 

хода съ направляющей. Поэтому горизонтальная проекціа бу

детъ описывать окружность, центръ которой г о, а. радіусъ -

от . Проведемъ касательную къ винтовой линіи, описанной 

точкой (m,m'), которая будетъ лежать-въ искомой касатель

ной плоскости. Горизонтальная проекція -этой касательной 

касается въ точкѣ m къ построенной окружности. Чтобы полу

чить длину подкасательной, мы должны отъ точки m отложить 

длину дуги основанія цилиндра радіуса ош, заключенную меж

ду началомъ БИНТОВОЙ ЛИНІИ И ТОЧКОЙ т . . Для опрел/Вленія дли

ны подкасательной строимъ развертку цилиндра от и преобра

зование D3 винтовой линіи, описываемой точкой ( о ,m' ) ; тог 

да BE будетъ = длине окружности от; затемъ отъ В на линіи 

BD, равной шагу винтовой линіи, откладываемъ' Ша » m*m0 и 

черезъ Е 0 проводимъ прямую Ша параллел. ЕЕ до встречи съ 

ОШ въ точке К; черезъ К проводимъ М 0 параллельно BD;' о т -

резокъ ЕК„ будетъ искомой подкасательной, Отложивъ найден-



- 412 -

ную длину I K . подкасательнсй, на касательной въ точкѣ m 

получимъ Точку ( t , t ' ) » которая будетъ следом* касатель

ной» à вертикальной гі^иекці.р.А ея будет* ш Ч 1 . Плоскость, 

Проходящая через* U t , ш Ч 1 ) и оо'руяу^ущ (ьп, ь ' а ' С б у 

дет* касательное йлоекосты-, a лан.ія at - ея горизонталь

ным* слъдом*. 

Если точка (m,и1 ' ) не?еуі^эегсв по образующей(bn,b*и' ) , 

То горизонтальный слзит. ( t . t ' ï сосательной'будет* изме

нять свое положение, э горизонтальный сл'М* tz касатель 

ной іілоскости (гудет* ьращзтъоя около z Следовательно, ка

сательная 'плоскость 9* различных* точках* одной образую

щей бѴдетъ имѣть разнш положен'!ч- Такое свойство принад

лежать косьшь псзерхйостямт, а. поточу винтоввя поверхно

сти суть поверхности неразгибеющіяся. 

"S А Д А Ч А. Провести касательную плоскость к* БИН

ТОВОЙ поверхности треугольнаго образоЕэнія без* пялиндри-

ческаго пролета в* данной точкѣ на ней. U , m ' ) (черт .317) ' . 

Опишем* из* точки о радіусом* от окружность, кото

рая будетъ горизонтальной проенціей винтовой линіи, кото

рую точка ( m , » 1 ) опняет* при Дпиженіи образующей (ob, а З ' ) . 

К* этой винтовой лияіи в* ТОЧКЕ (ш,ш') строммъ касатель

ную, а для этого ЕЪ точкѣ m проводим* касательную кь окруж

ности, служащей горизонтальной ея ярозхціеи, и на ней о т 

кладываем* длину подкасательной. Чтобы найти ее,разомотрнм* 

точку й встрѣчи-построенной окружности с* радіусом* оос, 

параллельным* оси ху. Точку и проектируем* на образующую 
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Черт.317. ос*й\ Че

рез* т оч 

ку- а ' п р о 

водим* 

плоскость 

( г , г ' ) , 

параллель

ную горк:-

аонта/іь-

ной пло

скости . 

Зта пло

скость 

прейдет* 

через* на 

чало (а , ц' )/ 

БИНТОЕОЙ 

лияіи,огіи'-

санной 

точкой(дун' ) 

Нозтому на 

касательной mk к* окружности о в* точкѣ m откладываем* .mi= 

= длинѣ дуги mu. Отрѣзок* ші будет* аодкксательной на пло

скости г г ' . к * винтовой лйніи. точку 1 проектируем* на вер

тикальный • слѣдъ ПЛОСКОСТИ г г ' . Линія (ші, m'i*) будет* к а 

сательной к* винтовой ЛИН.ІИ В* ТОЧЕ-Б а плоскость,. 
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проходящая черезъ (toi; а-, ' і ') я образующую (ob, n ^ V ) - к а 

сательной плоскостью. Горйзоніальнкй слѣлъ касательной 

плоскости пройдет* через* горизонтальные слйды прямы?.* (mi, 

a ' i ' ) и (bo, п г Ъ ' ) . 

A K C 0 B 0 K 1 Ï F H 4 Ï C K А-Я П. Р 0 3 К Я, 1 Я. 

Лр? построена я аксонометрической проекціи тела пред

полагают*, что оно отнесено къ прямоугольна* осям* к о о р 

динат* о, X , у, z,. Обыкновенно зти ос:-; избирают* параллель

ными главным* измѣреніям* тѣла ( т . е . его длине, ширине и 

ВЫСОТА). ЕСЛИ координату плоскости примем* за ПЛОСКОС-ТЙ 

ироехцій, то я* проекиДнх* т іла на каждую из* этих* п л о 

скостей сохранится истинная величина двух* измѣреній тѣла, 

но лмнія, параллельная третьему измгпенік) и, следователь

но, перпендикулярный къ плоскости проекпДи, представятся 

точками, такое положеніе тѣла относительно плоскостей про

екций называется наивыгоднейшим*, потому что при таком* 

положеніи тела-упрощается какъ построение его проекцДй, 

так* и пользованіе ими при нахождении размеров* тела; и ре

шении других* вопросоЕъ, относящихся къ изображенному т е 

лу. Несмотря на так ія удобства чертежа при наивыгоднейшем* 

расположении тела, ортогональная проекція обладает* недо

статком* по отношенію наглядности изображения. Еъ этом* 

отношеніи ортогональная дроекція уступает* аксонометриче

ской. Для яснаго понимаяія форма я размеров* тела Е* о р т о 

гональной проекціи, необходимо иметь дне или даже три про-
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екціи . на двух* или трвхъ плоскостях*, тогда какъ' въ аксо

нометрической лроекціи- всѣ элементы тѣла изображаются на 

одной плоскости при помощи одной прое-іціи, чем* и достига

ется большая наглядность изоб'раз-елгя, а следовательно и 

большая удобопонятность. 

Сущность аксонометрической проекція вообще вняонич* 

Чеог.318. на по

строе

ний 

аксоно

метри

ческой 

проек-

піи 

точка 

А,, от

несен

ной къ 

прямо

угольным* осямъ координат* o,x, z,y, Пусть координаты точ

ки А, (черт .318) , отнесенной к*' этой системе координат*, 

будут*: о, Р/ = X , ; . Р, С, = у, ; А ,0,, * z, • 

Вообразим* плоскость R определенным* образом* распо

ложенной относительно осей координат* и спроектируем* на 

нее точку А/ и оси координат*, при чемъ направленіе проек

т и р о в а н а возьмем* параллельным* определенно Еыбранной пря-
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мой Т. Плоскость R называется плоскостью аксонометриче

ских* проекціи или картинной плоскостью, прямая о / о , про

веденная, изъ начала координат* о, , параллельно Т, назыЕа-

ется главным* лучом*,, а точка о встрѣчи этой прямой с* 

картинной плоскостью называется аксонометрической проек"-

иДей точк-й о, на. плоскости В, Проектируя точку Р, на пло

скость R и соединяя проекция о и Р точек* о, в F., , полуг 

чим* аксонометрическую.проекпдю ох - оси с^ . , . , Таким* жь 

построеяіем* получаются аксояометри ческія проекці-и оу -

оси о, у, и оа - оси о . а , , равно как* и аксонометрическая 

проекпДи OL И А ~ течек* и А,, 'Аксонометрическими о ро

ек ціями углов* а, о, х, ; z,o, у, ; х ,о , у, - будутъ углц *Р.?.{\У 

п роек, ці ими сторон* этих* уг /юЕ*, т . е . углы zox, zoy к хоу. 

Такъ какъ преекціи зарал'лельних'ь прямых* п а д а л е л е 

яв -при всяком* направлена проектирован!*, то. PQ. пьраллел, 

оу и АО. параллельна oz; поэтому, если линіи ох, оу и oz.% 

лежащія на плоскости Г;, принять за координатная оси., то, 

координатами точки А будут*: оР = х, PG = у и Â5 - z. Ли-, 

н і я . о х ; оу, ОЙ , лежацЫ на плоскости чертежа или картянг-

ной плоскости. В, въ отличі.е от* осей о ; х г , o ( y f , z,o, , л е -

Ж Э Д Й Х * в* разных* плоскостях*, называются осями аксономет

рический ороекцДи, а координаты x-,y,z - аксонометрически

ми координатами точки А относительно этих* осек. 

Зная аксояочетрчческія проекціи осей координат* о , х , , 

a, yt, o , z ( , т . е . оси ох, оу, oz, а также ексонометрическія 

координаты данной точки A t , т . е . x , y , z , мы легко- можем* 
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построить аксонометрическую проекцію этой точки, Т . е . точ

ку А; для этого нужно отъ о по ох отложить отрѣзокъ о Р ' - х , 

черезъ Р провести параллель линіи оу, на которой отложить 

отрѣзокъ PGL ;* у И черезъ 0. провести параллель oz и отло

жить отрѣзокъ CU = z; полученная точка А и будетъ искомой 

аксонометрической проекцией данной точки А, . 

Аксонометрическая проекція принадлежит* къ классу 

проекцій параллельных*, т а к * как? при всяком* направлен!», 

проектированія всѣ проекта рующія линіи параллельны прямой 

Т и назыв. иначе параллельной перокективой потому, что 

аксонометрическая проекдія по наглядности изображенія 

близко подходит* к* перспективному изображен!» тѣла. 

Если направление проектированія Т перпендикулярно 

къ картинной плоскости, то 'аксонометрическая проеиція на

зывается прямоугольной, въ противном* случаѣ - косоуголь-
X 1 у 1. ъ 1 

ной Отногаенія: - - - » - называются 
X, s у, » z / u 

показателями сокращенія или искаженія координат* в* ихъ 

проекціяхъ. Если эти показатели нзвѣстнн, то мы ио*ем* 

определить координату точка к (проекціи А ;) по данным* 

координатам* точки А,. 
1 1 1 

1 ) Если - £ - £ - , то проекція называется 
s t u 

т р и м е т р и ч е с к о й " . 

2) . Если два какил*-нибудь показателя равны, a третій 

не равен* имъ, то проекція назкЕ . д и м е т р и ч е а кой-. 

3) Яаконеп*, если рэвнн вс£ показатели ипкажзіНя. то 
И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. тигго-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъ 27-и. 
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проекція носит* названіе и з о м е•• т р и ч е с к о й . 

Разсмотрим* прежде изометрическую прямоугольную про

екцию. Еъ прямоугольной аксонометрической проекціи, какъ 

было замечено раньше, - напраЕленіе проектиро.Еанія перпенди

кулярно къ картинной плоскости, а потому выборъ положенія 

картинной плоскости равносилен* Еь-оору положенія точки 

зрѣнія . Для наглядности изображен!я тѣла, точка зрея ія ,или , 

что Есе равно, картинная плоскость должна быть выбрана 

так*, чтобы на одно изъ измБреніи тѣла не исчезало в ъ - п р о 

екции, т . е . не обращалось БЪ точки; поэтому за картинную 

плоскость или плоскость чертежа нельзя принимать произволь

ную плоскость. Разсмотримъ, какія положенія картинной пло

с к о с т и удовлетворяютъ нашей цѣли и какія не удовлетворяют*. 

Если картинную плоскость R расположим* параллельно 

двум* какими-нибудь оеямъ координатъ или, что все равно, 

точку зрѣнія на третьей координатной оси, то двѣ оси, или 

два измѣренія тела, а следовательно и линіи им* параллель

ный, будут* проектироваться на эту плоскость не искажаясь, 

но третье измѣреніе н линіи ему параллельныя, как* линіи 

перпендикулярныя к* плоскости R, будутъ обращаться в* точ

ки". Понятно, что исчезновеніе какого-либо измѣренія лииа-

атъ изобрайеніе наглядности, а потому плоскости,параллель

ныя двум* осям* координатъ, не удовлетворяютъ нашей цѣди. 

Точно также не удовлетворяютъ навей цѣли плоскости, парал

лельная одной из* осей координатъ, такъ какъ въ этомъ слу

чае ось, или одно изъ измѣреній тела и линіи ему параллель"-
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ныя на плоскость R, будутъ проектироваться безъ искаженія, 

проекціи же других* осей, или другнхъ измтреній, будутъ 

сливаться въ одну прямую, вслѣдствіе чего одна изъ коорди

натных* плоскостей соверженно исчезнетъ въ своей ироекція 

и изобрэженіе тѣлг будетъ не наглядным*. Такимъ образомъ 

за картинную плоскость, согласно нашей цхли, нельзя прини

мать плоскость параллельную НЙ двумъ какимъ-лисо осянъ к о 

ординат*, ни одной оси, в отсюда можно заключить, что кар 

тинная плоскость, удовлетворяющая нашей и;вли, должна пере

секать всѣ три оси координат*. Действительно, если пйо-

скооть R пересекает* всѣ три оси координат*, то она не мо

жет* быть перпендикулярна ни к* одной из* осей, ни к* од

ной из* координатных* плоскостей, а потому ни одно изъ и з 

мерена тѣла не может* исчезнуть въ cEoeâ ароекяДн, т . ё. 

при внборѣ такой плоскости отсутствуют* тѣ услоеія, которыя 

дБлают* изображеніе тѣлз не наглядным*. Поэтому за пло

скость аксонометрических* прямоугольных* проекцін следует* 

брать плоскость, пересекающую £сѣ три оси координат*. На 

выбор* картинной плоскости следует* смотрѣть, как* на одно 

из* основных* положеній метода аксонометрических* проекріч. 

Построим* аксонометрическія проекціи осей координат*, 

полагаяг что точка зрінія лежит* въ I углу пространстьэ. 

Пусть картинная плоскость R есть плоскость АБС (черт.319) / 

пересекающая оси координат* o'x'z'y* в* точках* А,Е,С. Опу-

стимъ перпендикуляр* б ' о на плоскость АБС, тогда о будет* 

проещіей б' на плоскости АБС; соединив* о съ А , 'Б"и С, .по-
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лучим* os, о у и о% тцюекціи осей о'Ѵ, о ! у ' и o ' z ' на пло

ско оти R. 

Если линій oz дадим* вертикальное напраЕленіе, то 

чроекція осей координатъ на плоскости чертежа приметъ 

вид*, указанный на черт.320. 

Из* чер

тежа 319 

видно, 

что ö l 

есть про

екция о' А, 

оВ - про

екция о 'В 

и .оС '-п ро

ек ці я о ' Ö; 

отвошенія 
оА- 1 

о' А 

оВ г 
_ 3£ о*е і 

о0 1 
о'С а и 

суть пока

затели сэ> 

к>зценія пс осяь'л- координат*.-Если ;главнвн лучт о ' о , съ 

осями .координчгь-о 'х*, о ' у ' • о \ # ' , составляет*-углы <^,ß 

то есть Z х ' о ' о , 4 У ' О ' О =/2> , / а ' о ' о 

ï o ßirfoc f- з і й у з f Siû'^- * S, йзъ треугольников* 
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о£ оВ 

о 'оА, о'Со к о 'оВ HM^GMI-, что — = Sï&ot ,• -1—г 2 1 S-'-Q/З. 
p A о В J 

P C „ . ^ 1. „ . 1 „. 1 „. 
-—7- = О І П Т ) . поэтому - =. Sinod, - = öinj2> » ~ - Б і а ^ ; 

т . е . показатели сокраденія по осям* координат* раЕны соот

ветственно синусам* углов*, образуемых* главным* лучомь, 

ИЛЙ напраЕленІемъ проектировал!.*, с* осями, координат* о * х ' , 

о ' у ' " и о ' z ' . 
- . - I l l Для'изометрической прямоугольной проекпДи - = -. = - , 

s t u 

а ' з т и ^равенства равносильны" равенствам*: Siaoc = Si a/3 = 

». S i a ^ y поэтому урав. Sin^oc f З- іпуз f S in*^"» 2 при

нимает* вид*: SSiucxl = 2 , откуда Зіас^ = w | = 0,32» Та-

ким* образом* нашли,показатель сокращенія по 3 осям* коор

динат* для изометрической прямоугольной проекпДи, а Емѣсте 

с* т*м*'определили и направленіе проектированія для этой 

проекпДи. Легко доказать, что плоскость АБС, в* этом* слу

чае, Одинаково наклонена к* плоскостям* координат*: х ' у ' , 

y ' z * " H z ' x ' . Действительно, плоскость о'CoJ_ х ' у ' и J_ .АБС?, 

*а потому она перпендик. къ AB, т . е . уголъ o'Lo ' - линейный 

угол* между'плоскостями х'у* и ABC; но этот* угол1:, равен* 

Со'о ±Y' : подобно этому найдемъ, что Z о'Mo -ß> > з 

/ о ' N o = но Sin U « Siny2> - S in^T поэтому °с y&=^, 

т . е . -плоскость ABC одинаково наклонена къ плоскостям* про

екций -. 

Из*' равенства прямоугольных* треугольников*: о'оА, 

о'оО и о 'оВ слфдуетъ, что о ' А ' - с ' Б = о'"С и Ао » Во =Ö&; 

первый ряд* равенства показывает*,, что треугольник* АБС -



равяосторонній, а второй, это Z АоС - Z СоВ ВоА =• 120° . 

Таким* образом* изометрическая прямоугольная п роек-

Черт. 321. иія осей координат* на картинной 

плоскости, принимаемой за пло

скость чертежа, выражается прямы

ми ох, оу, oz, составляющими меж

ду собою углы в* 120° (черт .321) ' . 

F-сли куб* расположим* так*, 

что одна из* его вершин* совпадет* съ началом* координат* 

о ' ( ч е р т . 3 2 2 ) , а ребра - сь осями координат* o'x 1 : , о*у*» 

o ' z ' . то діегоеаль его о'О будет* перпендикулярна к* 

9 плоскости изо -

метрических* 

проекцій ABC. 

Дѣйствительно, 

проекпіями диа

гонали о*!}, на 

плоскостях* х ' у 

И y*Z*, будут* 

діагоналн o ' d и 

о ' d ' квадратов* , 

которье служат* гранями куба, а прямня линіи AB и ЕС, слѣдв 

изометрической плоскости 'АБС на плоскостях* координат*,пер

пендикулярны соответственно к* o'd и o'd,' так* как* прямо-

угольные треугольники 'АБо1 и Во'С равнобедренные; но если 

проекпДя прямой перпендикулярны следам* ПЛОСКОСТИ, то сама 



- 423 -

прямая перпендикулярна къ плоскости, поэтову діагональ 

o'L перпендик. къ плоскости АБС. йтакъ, плоскость изомет-

рическихъ прямоугольяыхъ проекпДй перпендикулярна къ той 

діагонали, которая принята за нз.правленіе проектирован! f . 

„ „ „ Если кубъ про-
Черт.323 

I 

ектируемь на пло

скость, перпендику

лярную къ діагонали 

o'D (черт .322) , то 

проекція его выра

зится праБильннмъ 

в-угольнчконъ (чер

те жъ 323) fhkd 0 ed ; , 

при чемъ боковыя 

грани будутъ имѣть проеоДями равные ромбы: dJfbD,hD)cd. 

Если ребро куба = а, а изометрическая его проекіДя = а ' , 

то а : а ' « 100:82. Всѣ ребра сократятся въ ѳтоыъ отношеніи* 

а также и линіи, имъ пзраллельныя. Б о л ы і я діаго;:?*ли ром-

бовъ, Е Ъ которыя проектируются кі-адрзтнкя грани куба, Е Ъ 

изометрической проекціи остались той >ье величины, кзть и 
на кубѣч действительно, діагональ ek (черт.323) = со у~3, 

л Г* 

какъ сторона Еписаннаго треугольника, а ое * &• = а у 

поэтому ek =» а діагональ D квадрата на 

а\[~2; слѣдов. ek » D. Малая діагональ щыба od ,» 

кубѣ 
, Гг . o d . 

=. ое « а А/ § • а отношен le — -
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Такимъ образомъ м&лыя діагонзли ромбов* и линін.имъ 

параллельный, въ изометрической проекьди сокращаются ЕЪ 

отношеніи 58:100. 
Для 

О'ГКЛЙ-

ДЫБЭНІЯ 

сокра

щен ндаъ 

ДЛИНЬ 

строятъ 

масштабы сокрзщенія; такъ, для построенія масштаба сокра-

щенія по осям* координатъ берутъ уголъ, на одной сторонѣ 

(черт .324) откладывают* 100 единицъ длины, а на другой "-

82; послѣдыою длину ДЕЛЯТ* на 100 равных* частей и полу-

чають искомый .масштаб*.. 

При построеаіи изометрической проекціи тонки,-- стро-

ятъ прежде .изометрачеокія- проекціи осей координатъ (черт, 

32'І-ІЙ), потомъ находя тъ сокращенную длину координатъ точ

ки, по которым* и строятъ искомую точку А; точка * будетъ 

изометрическою проекціею точки пространства А,, а точка 

а ~ ея вторичною проекціею, т . е . изометрическою проекціею 

ея горизонтальной проекціи на плоскость х ' о ' у ' . . Но чтобы 

каждый разъ не вычерчигадъ вспомогательных* линій, то. при

готовляют* зарзнбе вспомогательную сѣтку, на которой про

ведены Л И Й І И , параллельныя изометрическим* проекциям* 

осей координатъ, а. так&ь и горизонтальный. Пользуясь ли-
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стани съ подобной сеткой, построеніе изометрической про-

екдіи тѣла сводится на простое откладываніе линіи . 

До сихъ поръ мы полагали, что точка зрѣнія находит

ся ЕЪ первомъ углу, образованном* тремя координатными пло

скостями, но она мо*еі"Ъ находиться ЕЪ каждом* из* ЕОСЬМИ 

углов*, образованных* координатными плоскостями, поэтому 

изометрическая проекція тъла может* быть построена с* 8 

точек* зрѣнія . 

Нужно заметить, что изометрическая нроекція из* всех* 

видовъ аксонометрической прямоугольной проекдіи. благодаря 

одинаковой искажаемости трех* измѣренін тела, является наи

более простою,.: как* по отношенію ея построеяія .такъ и поль-

зованія . ею .для нахожденія размѣровъ тѣла; • но что касается 

правильности.изображенія тела, въ особенности его форми,то 

она. значительно.ниже проекпДй. триметрической и диметриче-

ской;- въ изометрической проекціи форма тела сильно искажа

ется и положеніе-его въ пространстве представляется неес-

тественнымъ. 

Въ отношеніи наглядности и правильности изображенія, 

а также легкости нахожденія размеров* тела но чертежу,меж

ду аксонометрическими проекциями тела первое место занима

ет* косоугольная проекпдя на.плоскость, параллельную 2-м* 

осям* координат*. 

А К С О H О M 1 Т Р I Я ВЪ К О О О У Г 0..Л Ь H H X ь 
П Р О Е К Д І Я Х Ъ . 

Разсмотримъ, каким* условіям* должны удовлетворять 
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направленія проектирования и положенія картинной плоско

сти въ косоугольной проекцін, чтобы изображенія обладали 

наибольшею наглядностью» 

Если за направленіе проектирования возьмемъ прямую,, 

параллельную одной изъ осей координат*, • напр. о,у, »• то, , 

какое бы положеніе мы ни придавали картинной плоскости, 

прямая,' параллельная оси о д , а съ нею и всѣ координаты, 

ей параллельныя, будутъ проектироваться на картинную пло

скость въ тонки, т . е . одно измѣреніе тѣла на чертеж* бу

детъ отсутствовать . Зто обстоятельство мѣшаетъ.ясности 

изо.браженія. йаправленіе проектированія невыгодно брать 

параллельнымъ какой-нибудь изъ координатных* плоскостей,; 

потому что тогда, какъ эта плоскость, такъ и всякая дру

гая , ; ей параллельная, при всякомъ полсдоеніи картинной пло

скости будутъ проектироваться на нее въ прямыя линіи,- т . е . 

на чертеж* будутъ отсутствовать два измѣренія,. что опять 

помѣшаетъ ясности изображенія. 

итак*, за направленіе проектированія можно прини

мать только прямую, лежащую внутри одного изъ восьми три 

гранныхъ угловъ, образуемых*, координатными плоскостями, 

которая не параллельна ни его ребрамъ, ни его гранямъ,по

тому что въ ѳтомъ случат ни одна изъ осей, ни одна изъ 

координатныхъ плоскостей не может* исчезнуть въ своей -про-

екц іи . 

В Н Б О Р Ъ К А Р Т И Н Н О Й П Л О С К О С Т И . 

Если картинная плоскость <?Lß> <у~ параллельна одной изъ пло-
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скоетей координат*,• например* плоскости x , z ( , то ея слѣды 

на плоскостях* координат* сутьсхуз парзлл. о ,х , й у З ^ 

Проведя 
параллел. o ,z , (черт .325) . 

черт.325. 

из* о, 

главный 

луч* оо, 

паралл.Т, 

получив* 

аксономе

трическую 

проекн,ію 

о точки о 
î 

Проекция

ми о сей 
о ,х , и о, z, будут* прямыя ОУІ и oz, параллельныя о х , и ot z , 

a проекція оу оси о,у, на плоскость oCß^s- про идет* черезъ 

точкуß , . 

При таком* выбор* картинной плоскости сокращеніе. раз-

мѣровъ тѣла въ проекпДй произойдет* только по оси оу, сле 

довательно оба показателя сокращенія для ©сей. ох и oz рав

ны 1 , : и поэтому проекпДя будет* диметрической. 

Если бы картинная плоскость была параллельна одной 

изъ осей координатъ, то яскаженія не претерпевали бы толь

ко размѣры т*Л 'Э,.. параллельные этой оси. Бъ зтомъ случаѣ и 

въ случаі непараллельности картинной.плоскости ни одной изъ 

осей координатъ проекдія была бы триметрической и такой вк-
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бор* картинной плоскости представлял* бы съ.точки зрѣнія 

какъ постро.енія его, такъ и удобства пользования имъ. мень

ше выгодъ* ЧЕМ* предыдущей случай - диметрической проек

ции, йтакъ, положеніе картинной плоскости, параллельное 

одной изъ плоскостей координатъ,. представляется наивыгод

ней вшмъ, почему оно обыкновенно и употребляется. 

Черт .326 . Черт.327. Если оси 

координатъ 

прямоугольны 

и картинная 

плоскость па

раллельна 

то нро-

екціи. осей 

o,x.,?,z y Н а 

•картинной, пло

скости, будутъ расположены, какъ показано на чертеже 326-мъ,-

и сокращен!е произойдет* только по.оси у-овъ . 

Черт.327-ой представляет*-проекціи осей на плоскость, 

параллельную плоскости, у, z.,; в* этом* случае сокращеніе 

размеров* происходит* по оси х -ов* . 

Так* как* н а п р а Б л е н і е проектирования произвольно, - то,, 

меняя его., мы можем-* изображать предмет* съ:различныхъ сто

рон*. 

В* аксонометрической -проекцги, как* прямоугольной,,-так* 

и косоугольной,- точка дается обыкновенно аксонометрическою 
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проекидею самой точки пространства, а также и аксонометри

ческою проекціею одной изъ ея ортогональных* проекцій. На

пример*, • А (черт.326) есть.проекція А, (черт .318) , ; а точка 

а (черт .326) - проекція 0. ( ч е р т . 3 1 8 ) . Длина аА выражает* 

натуральную длину разстоянія точки А , от* плоскости .х,у; . 

Если ей мы провели на чертеже 326-м* а а 0 параллел. оу, • то 

получили бы оа„ - истинную величину абсциссы и а а в - с о 

кращенную длину координаты, точки А, (черт.318.) ; проекция а 

назыв, вторичною. 

Н А Х О І Д Е Н І Е П Р О Е К fl I й О С И У - К 'О В Ъ 
ПО Н А П Р А В Л Е . Н І Ю П Р О Е К Т Й Р О В А Н І Я , -
К О Г Д А К А Р Т И Н Н А Я П Л О С К О С Т Ь - П А 

Р А Л Л Е Л Ь Н А x ,z , . 

Пусть о , х ( у , z, - прямоугольный оси координат*,къ к о 

торым* отнесено тело в* пространстве; о F - направленіе 

главнаго луча ( ч е р т . 3 2 8 ) . Последнее дается обыкновенно ор^-

тогональными проекціями (о, f , о, f ) на плоско-стях* проек

ций x , z , и х ,у , . Проекціи эти определяются углами Ы. .иJ2>, 

составляемыми, ими. с* осью х, х*. Дать направленіе проёкти-

рованія значит* дать углы ас и ß>. Пусть угол*, составлен

ный направленіем* o f F в* пространстве с* плоскостью x , z , , 

есть <f * 

Так*, как* перемѣщеніе картинной плоскости параллель

но самой, себѣ. не вліяет* на. размеры проекціи тел а,-то про

извольную плоскость, ' параллельную x,z, , .- мы можем* принять 

за картинную пло-скость. Мы іримем* за картинную ілѳ.скость 
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Черт.328. именно 

пло

скость 

тогда 

аксоно-

метри-

чески-

ми про

е в н я 

ми осей 

о , х , и 

о, z, бу

дутъ 

сами 

эти оси, 

т . е . о , х совпадет* с* о , х ( , " а о, z - съ о, z / . 

Чтобы построить аксонометрическую проекцію оси о/у ( 

на картинной плоскости x , z ( , нужно построить на ней аксо

нометрическую проекцію произвольной точки Е этой оси, по

тому что. точка о, сложить сама себѣ проекціей. Для этого 

проводим* черезъ точку Е прямую Ее, параллельную главному 

лучу о, F , и положим*, что она пересѣкаетъ картинную пло

скость,- или плоскость z ,x, въ точкѣ е. Найдем* ортогональ

ную проекцію линіи Ее на плоскости z ,x , ; для этого заиѣ-

тимъ, что ортогональная проекпія точки Е на плоскости z,x; 
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есть точка о , , такъ какъ о , у , і - плоскосіи z ,x, , а ортого

нальная проекція точки е на плоскость а , х ( есть сана эта. 

телка е, пойтему о , е есть ортогональная проекжія на пло

скости z ,x , линіи Ее, и въ то se время о , е есть косоуголь

ная проекція, отрѣзка о ,Е,- оси у, , или о, е есть искомая ко

соугольная проекп,ія оси о, у, на плоскости z ,x , . Но, такъ 

какъ Ее паралл. o,F, то. и ортогональная ихъ проекціи на 

плоскости z ,x, будутъ параллельна,• т . е . о , е паралл.о,f 

откуда заключаемъ, что о ,е есть продолженіе линіи о ^ ' , 

т . е . косоугольная проекдія оси о,у, на плоскости z, х, по

лучится, когда o,f'' продолжимъ за точку о, . 

Бкчислимъ углы между аксонометрическими проекциями 

осей йоѳрдинатъ, т . е . между осями o ,xyz. . 

/ > о , х - 90° 

Z zo, у = 90' * / х ' о . у = 90' kß> . 

Z уо, к = 130* - / , е о , х ' = 180' - j 0 . 

Такимъ образомъ видимъ, что углы между осями аксоно

метрической косоугольной проекнДи на плоскость аараллел* 

z,х, ,- 'являются функціею только углау£> , образуемаго. орто

гональною проекціею o , f ; напраЕлевія. ароектироБадія o , F ; 

сь осью о, X, . 

Опредѣлимъ показатель сокращения \ по оси у-ковъ; 
о, e 

о, е есть косоугольная проекція отрѣзка о,Е,? а п о т о м у — - = 

=. -* . Треугольникъ ео, 1> - прямоугольный при такъ какъ 
ѣ 

въ пространстве лияія о,у, перпендикулярна къ плоскости 

X, 
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Линія еЕ въ пространстве параллельна о,'F и, слѣдо.-

вательно, уголъ о, еЕ =. у • Изъ прямоугольнаго треуголь-
ео 

ника ео.. Е следует*,; что. ео., = Eo.etgcy. Поэтому = 

1 г Ео/ 

= c tg у = - * Результатъ этот* можно выразить такъ: по 

казатель сокраценія по оси у-овъ равенъ ctg угла, ' обра-

зуемаго. главным* лучомъ съ картинной плоскостью х, z, . . Вы

разим*, уголъ через* углы ы. ву2> , • определяющее проек-

ц,іи направленія проектированія на плоскостях* х,у ( и x,z, . 

йзъ треугольника о, f F слъдуетъ, что F f =. o , f 4 g ^ — . . Д 1 ) 

йз* чертежа видно,• что F f = f f , , a ff„ =. o ; f . t g < x * 

что следует* из* треугольника о, f f . . . 

Далѣе изъ прямоугольнаго треугольника о , f f c видно, 

ЧТО o , f , *. o 7 f C o s ß ; СЛ-ЁДОВ. F f =о, f Gos/Jtgoi-* *- (2J 

йзъ сравненія равенствъ ( 1 ) . и s,2} вытекает*, что: 

o , f 4 g ^ = о, f Cosy&tgcsi, т . е . tg у = cos/3tgo^.. 
. 1 

Показатель сокра^енія - выражается черезъ углы ос 
и ^акъ: 1 

- = ctg у* * „ 
ѣ 5 ' Cos/3 tgc* 

Эта формула показывает*, ' что .показатель .сокраценія 
1 
- может*, равняться какой, уго.дно величине, при различных* 
t 

знаненіях*^/з. , т . е . при различных* положеніях* оси о, у 

относительно о.,х, так* как*,..каково бы ни было знаненіе -

иß> ,,. всегда можно выбрать такое зшаненіес* » при, кото

ром* зто уравненіе будет* удовлетворяться. 
Так* как* три величины-.(показатель сокращенія - * 

ѣ 
равный c t g ^ » и углы ы. и у з ) связаны, только, одним* урав -
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ве-ніемъ 

то произвольно мя.можем* выбрать двѣ изъ этих* іелнчин* 

(напр. od иß> ; ß> к у или - ) и до.ихъ зн.азеніямъ мажем* 

найти соответствующее знааен іе . третьей . 

1 

ѣ 
выбирается, произвольно, то всякую прямую, проходящую на 

Обыкновенно задаются величинами у З и - . Так* какъуз 

плоскости.чертежа черезъ о, мы,можем*,принять за аксономе

трическую .п роек цію оси о д , . 
Показатель.сокраще-

н ія - обыкновенно 
ѣ 

принимается равнымъ 

5 ;. въ этом* случае 

нет*, надобности 
строить масштаб*, со-» 

кращеніа, так* ..как* 

всякая .прямая, перпендикулярная, къ .картинной, ПЛОСКОСТИ,, с о 

кращается при проектирования... вдвое . Если же. показателемъ 
3 

сокращенія служит*, другая, дробь, напр. то .необхолимо. 

построить масштаб* сокращения.. (.«Числовая величина показате 

ля .сокращеная.пишется около .названія .оси у-кавъ, как* пока

зано на черт. 329^M*J 

1 
Если .данн - .и угол* /3 , -то мі можем* построеніемъ 

t J 

определить угол* ос ( а следовательно и направленіе шроекти-

р о в а н і я ) . Пусть ох, оу, oz (черт .330) - аксонометржческія 

проекцій 'осей (оу наклонена под* углом*ß> къ ох*),- а оуа -

сонмѣщеніе оси оу, ,• когда плоскость х,у, „ врьденіеы* около И. Е. МИХАЛЕВСКІИ. типо-лит. то. ВЕНЕРЪ ПРЕЕМН. О. ФАЛЬКЪ. 

ВАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТР!FT листа 28-й. 



Черт.SSO. оси o x , п р и 

ведена въ со 

впадение съ 

плоскостью 

z, X, . Возь-

мемъ на оу 

точку е - к о с о 

угольную иро-

екцію НЕКОТО

РОЙ точки Е 

оси о, у, . Дли

на ое есть с о 

кращенная дли

на разстоянія между точками о и I . Истинная длина этого 

разстоянія равна і . о е , - тогДг отрѣзокъ оЕ, равней t,.oe, в а -

ражаетъ истинную длину разстоянія между о, и Е. Изъ точки 

е опускаемъ перпендикуляръ на ох 1 и соединяемъ g » 1; 

т.сгда qE и ое оудутъ ортогональными проекциями главнаго 

луча на совмѣщеннихъ плоскостяхъ проекщій (qE будетъ гори

зонтальной проекціей, а ое - вертикальной). Уголъ oqE и 

будетъ рзвенъ ы. (какъ уголъ наклоненія горизонтальной 

проекции главнаго луча къ о с и ) . Для опредѣленія угла у?, 

т . е . угла, образуемаго линіей (qE, ое) съ вертикальной или 

картинной плоскостью zx, совмѣстимъ вертикально-проектиру

ющую плоскость еоШ, вращеніемъ около вертикальнаго слѣда 

ое, съ вертикальной (картинной) плоскостью.; при этомъ вра-
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щеніи оЕ заіметъ положеніе о £ 0 , перпендикулярное ое,. и 

уголъ Е 0 ео , равный (s ,• будетъ иекомымъ. 

С Е Û I С Î Б О У П О В W , /3 ц ^ . 

Мы нашли, что t =? tg <f = cosy j . tgoc . 

1) Уголъ ß> не можетъ равняться о, такъ какъ- н ш р а -

вленіе проектированія не параллельно оси х-овъ; поэтому 
1 

o o s р < 1 и, если £ > 1 или - < 1, то изъ, уравненія 

t - t g y = oos^3.tgoc слъдуетъ, что ç ^ > 4 5 ° и что 
tgoC > tg^7. 

Ьсли угли Ы. и острые, то с*: > у ? 
1 

2) Какъ нужно выбрать углы ' ос , & н ^?, чтобы - = 1 

(чтебе получилась проекція изометрическая)? 
- = 1 ; : ctg ^ -. ! ;• Y " 45";' > ^5"*-
г 1 

Такъ какъ у г о л ъ о с т а е т с я произЕольнынъ, • то - мо

жетъ быть раЕна 1 при разлизныхъ.значеніяхъуЗ т . е . м а мо-

«емъ имѣть безчисленное множество изометрических^ прѳекція 

при ос > 45 . 
3> Бели направленіе проектированія таково, что<*<^. 45 

то.изъ уравненія tg с*> * c o s ß ^ t g o c слѣдуетъ, что t g ^ < 1 
1 «1 

и уголъ 45° . Еъ этомъ случат - > 1 ( т а к ъ . к а к ъ - = ctg 
1 < ѣ t 

= ) , з следовательно длина проекпіи больше длннн 
tg f 

проектируемой. Такая проекція никогда не употребляется ,т .к . 

она сильно искажаетъ видъ тѣла. 

Если плоскость х ; у ; вращать около оси ох, то аксоно

метрическая проекція оси о, у, будетъ ИЗМЕНЯТЬ свое положе-г 
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aie на картинной .плоскости, ' и когда плоскость х,у, с о ш а -

детъ' съ плоскостью x , z , или, что все равно, съ xz , то ось 

о, у, , аксонометрическая проекція которой есть оу, займетъ 

полошеніе оу, , совпадающее со сЕоею аксонометрическою про--

екціею, а потому (черт.330) и точка Е совпадет* съ е . По

этому переходъ отъ про.екцій хоу, оу и е къ проекпДямъ 

х о у о , о.у„ и Е можно разсматривать какъ. совмѣіаеніе плоско

сти х д cb .zx; а обратный переходъ отъ хоуо , о у. и Е къ 

хоу, оу и е - какъ поднятіе плоскости х, у,, въ пространство 

посредством* враденія ея .около.ох. .При совмѣценіи плоско

сти. X, у( съ картинной плоскостью.zx,.- теряется искаженность 

линіи оу, и. угла х ,оу , а. потому совмѣщеніемъ х ( у ( съ zx и 

обратными ея поднятіемъ въ пространство .можно.пользоваться 

какъ однимъ изъ вспомогательных*: методов* .для .рѣшенія .нѣ-

которыхъ задача въ косоугольной, проекции. 

И 3 0 Б Р A S.E H I Ё .ft. Р Я.МО К. 

Прямая задается аксонометрической проекціей самой 

прямой.и аксонометрической, проекпд.ей одной..изъ е я . о р т о г о -

нальныхъ проекпД (вторичной проекцией..прямой).. Напр., AB 

есть аксонометрическая п р о е щ і я самой ..прямой, лежащей въ 

нространствѣ, а. аЪ - аксонометрическая.праекдія ея орто

гональной проекціи. (черт . 331).. 

То.чки (С,.с).,.9 (D,d ) и Е встрѣчи прямой съ.координат

ными плоскостями называются. аксонометрическими ...слѣдами 

прямой. 
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Ч А С Т Н Ы Е С Л У Ч А И Р А С П О Ю 
П Р Я М О Й . 

Е.Н I Я 

Нерт.331. . 

Если прямая въ пространств! параллельна плоскости 

z , x , , то ея ортогональная проекція на плоскости х д парал

лельна оси 

о , х , ; такъ 

какъ про

екции па -

раллельннхъ 

прямыхъ при 

всякомъ н а 

правлен! и 

проектиро-^ 

вантя па 

раллельны,, то 

аксонометриче

ская проекція 

таков прямой бу

детъ (4В„ ab ) 

(черт .332 ) , при 

чем* ab п а р а м , 

ох . 

Вторичная 

проекдія этой 

прямой на плоскости zx, т . е . а ' Ъ г будетъ параллельна IB , 

такъ какъ Аа' = ВЬ'« Вообще, если.прямая параллельна одной 

изъ плоскостей коордшатъ, то это обстоятельство характери-
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зуется въ аксонометрической проекции тѣми же признаками, 

какъ н въ ортогональной. Такъ, если od параллел. оу, то 

прямая,- аксонометрическая проекція которой (CD, cd) , - - па

раллельна плоскости у, z, 

Если прямыя параллельны или пересѣкаются, то призна

ки такого рассоложенія прямыхъ въ аксонометрической проек

ции - тѣ же, что и въ ортогональной. Аксонометрическія про-

екпіи параллельныхъ прямыхъ - параллельны, пересекающихся -

пересекаются, опредѣляя своимъ пересѣченіемъ проекціи дѣй-

ствительно существующей точки. 

Если прямая въ пространстЕѣ параллельна одной изъ 

осей координатъ, то обѣ ея аксоно.метсическія проекции па

раллельны проекціи этой оси. 

Если прямая параллельна направленію проектированія, то 

ея аксонометрическая проекиія будетъ точкой, а вторичная 

проекция выразится прямой, параллельной, одной изъ аксономе-

тризескихъ проекпдй осей координатъ. 

Пусть о , х , у , z, - данная система координатныхъ осей 

(черт .333) , къ.которым* отнесена, прямая въ пространств!, R 

картинная плоскость, оо, - направленіе главнаго луча. Если 

прямая Т параллельна направленію главнаго луча, то аксоно

метрическая проекція ея будетъ тонкой., а.вторичная проекція, 

взятая на плоскости х ( у ( , выразится прямой. . t t ' , параллель

ной оси oz. Лля доказательства разсмотримъ вторичную проек

цию главнаго луча на плоскости х,у, . Олускаемъ изъ точки о 

перпендикуляр* ос на плоскость х,у ( . Прямая о., с будетъ про-
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Черт .333. е о Д е й г л а в 

ного луча 

на плоско

сти х ,у ; . 

Для получе-

нія вторич

ной проек-

д і и г л а Е н а -

го луча нуж

но черезъ 

различи ыя 

точки прямой о , с проводить линіи, параллельныя оо, ; в сѣ-та 

кая линіи будутъ лежать въ одной плоскости о о , с , и пересѣ-

ченіе ея съ картинной плоскостью внразитъ вторичную проек

цию главнаго луча. Ось o , z , , параллельная прямой ос , лежа

щей въ этой плоскости (такъ какъ ось o,z, перпендикулярна 

къ плоскости. X, у, ) , имѣетъ съ нею общую точку о, , следова

тельно плоскость оо, с проходитъ черезъ ось о, z, и прямая 

oz - аксонометрическая проекція оси o ,z , - должна лежать 

въ этой плоскости. Отсюда мы можемъ заключить, что Е т о р и ч -

ная проекпДя ос, главнаго луча и проекдія oz оси o,z, л е 

жать на одной прямой и, следовательно, служзтъ одна продол

жен іемъ другой. 

-Если прямая Ï' параллельна главному лучу, то ея орто

гональная прое^кція на плоскость х,у, параллельна о, с, а вто

ричная проекпДя параллельна ос, (какъ проекпДи параллельнкхъ 
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прямых*)., т . е . . . параллельна оси о а , Чертеж* 334-ый предста

вляет* прямую (AB, ab), параллельную направленію проекти-

рованія . 

И 3 0 Б Р А I E I I Е П Л О С К О С Т И . 

Плоскость определяется аксоломе три. пески ми проекдіями 

І Т 0 0 , ея слѣдовъ на Черт.334. 

плоскостях* ко:-

ординатъ. Если 

плоскость не п а 

раллельна ни од

ной из* осей, то 

она имеет* три 

слѣда. 

Аксонометрическія проекпди следов* будут* пересекать 

аксонометрическія про.екпди осей. Выбирая плоскость, мы мо

жем* взять произвольно только два следа, (напр.ы.ß> и J 3 ^ ) > 

Черт .335 . (чеіэт.335) и 

по ним* мо

жем* построить 

трет ій след* 

o Z ^ , соединяя 

толки пересѣ-

ненія и. и 

построенных* 

следов* с* ося
ми. 
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Признаки, характеризующее разнообразный расположенія 

плоскостей и прямых* относительно плоскостей координат* и 

между собою в* аксонометринеской проекдіи - т$ же,что и в* 

ортогональной. 

Разсмотрим* рѣженія нѣкоторых* таких* вопросов*. 

Для по.с.тро.енія прямой, лежащей въ плоскости ° ^ > ^ ~ 

берем* точки (А,,а) и (В.,Ъ) на слѣдах*ß>jjr и Ы-Ц^ плоско

сти (черт..335) и соединяем* эти тонки прямой (AB,, ab).. 

Для построенія точки .(м,.т), лежащей в* плоскости 

беремъ эту точку (черт..335) на прямой, лежащей'в* данной 

плоскости. 

Если плоскость.параллельна одной изъ координатных* 

Зерт .336 . плоскостей, 

то ея слѣды 

на Других* 

плоскоотях* 

параллельны 

СООТВЕТСТВУ

ЮЩИМ* ОСЯМ* 

( ч е р т . 3 3 6 ) . 

Так*, пло

скость s tu 

параллель

на X, у( и 

st параллельна ох, a tu параллельна оу. П л о с к о d b o C j b ^ S 

параллельна оси о, х , , если cxLß>. параллельна ох ъ^г$ парад.-
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лельна ox. 

Поли плоскость pqr (.черт.336) перпендикулярна къ од-

нэй Й З Ь плоскостей координатъ (напр. х,у ( ) , то сл-в'дн ея gr 

и q ' r ' на других* координатных* плоскостяхь перпендикуляр

ны къ осямь ох и оу (плоскость pqr параллельна оси a,zt, 

а потому два ея слѣда параллельны oz) . 

Параллельность плоскостей oCj^^cf и oc'fl ^ - " ^ ' ( ч е р -

тежь 337) указывается параллельностью аксонометрических* 

проекціа нхъ сдѣдо.въ: oLß> параллел. ̂ Jä' ;ß>(jT параллел. 

Іин ія переевзенія двухъ плоскостей въ аксонометриче

ской проекдіи строится по тому же правилу,, какъ и въ орто.-

т т _ 0 „ тональной: то.чки Черт .337 . 

(А,а) и В (черт . 

338) перееѣченія 

слѣдовъ соединяют*; 

(AB, аВ) - аксоно

метрически проек

ции линіи сѣченія . 

Для отысканія точ

ки зст.рѣни прямой 

(ВС, Ъс) (черт.339) 

СЪ ПЛОСКОСТЬЮ с^уЗ^-

У проводимъ черезъ 

прямукь горизонтально-проектирующую плоскость pqr и стро

имъ линію DE пересѣченія плоскостей pqr и с ^ / З ^ . Точка 
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(А, а) 

пересе

ченая 

прямыхъ 

(ВС, ьс) 

И DE 

будетъ 

искомою. 
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С 0. Б M Ъ \ E H I Е. 

Пусть точка (А,а) (черт .340) . лежитъ въ горизонтально-

-проектирующей плоскости pqr . Требуется найти совмещенное 

положеніе точки (A,іа) съ к а р т и н н о й плоскостью, 

такъ какъ только на ней не происходитъ иекаженія линій. 

Черт.340. 

При вращеніи въ пространств! плоскости pgr около к а р -

тиннаго слѣда qr до еовпаденія. съ xz, точка (А,.а), вѣрнѣе 

соответствующая ей точка пространства,, лежащая въ этой пло

скости,, будетъ описывать- круг*, центръ котораго лежитъ на 

%г въ точке С пересѣаенія плоскости вращенія точки А съ gr. 

"Проектируем*, толку (А,а) на картинную плоскость (опускаемъ 

изъ этой точки перпендикуляр* на плоскость x,z,.; проекдія 

его параллельна о у ) . Черезъ а 1 проходитъ след* плоскости 
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вращенія. и тонка С, лежащая БЪ плоскости вращенія fпараллель

ной х,у, ) и на оси qr, . будетъ искомым* центром* вращенія» 

Со вмененное положеніе топки (А, а) находится на Ca' . Для по -

страенія его нужно, от* тонки С отложить длину радіуса вра-

щ.енія, т . е . натуральную длину разстоянія АС. Чтобы ее най

ти, совмещаем* треугольник*. САа', вращеніемъ около Ça 1 , с* 

картинной плоскостью. Прямая Аа1 займет* полояеніе А ва'"„при 

чемъ длина А в а ' равна натуральной длинѣ. Аа г' (на нашем* чер-
1 

тежѣ А, а' =• ЕАа 1, так* какъ показатель с о к р а і е н і я ^ - ) . От

резок* С і 0 выражает* истинную длину радіу.еа .вращенія, а 

толка А, - совмещенное положеніе толки (А,.а) . 

Для построенія проекпДй толки (-А,а) по ея совещенно

му положенію А,, мы из*. А, опускаем* на qr перпендикуляр* и 

из* осно.ванія С ©того перпендикуляра проводим* прямую CA, 

параллельную QP> на которой и будетъ находиться аксономет

рическая про.екція толки. Чтобы, найти ; длину QA, равную, с о 

кращенной длин* СА (, берем* на АС точку М. и опускаем* из* 

нея перпендикуляр*, йш1 на картинную.плоскость х , 2 , . Оовмй-

здем* треугольник* СМѴ с* картинной плоскостью.Такъ как* 

он* прямоугольный, то im ' займет* ноложеніе M em',. перпен^ 

дикулярное к* en ; разстояніе M0m' = 2Mm'' равно истинной 

длинѣ отрезка I m 1 . Затем* на продолжѳніи прямой. СИв откла

дываем* GA„ а .CA,. Соединяем* И съ М 0 .и проводим* АА0 п а 

раллельно. ММ„. Точка .(.А,.а). будет*, исжрмой. 

Зная точку А„, мы можем* построить точку А +, иначе: 

опускаем* из* А„ перпендикуляр* А. а 1 - н а .CA,; точка а 'будет* 



- 4 4 6 -

осноЕаніеи* перпендикуляра, опущеннаго изъ А на картинную 

плоскость. Если этот* перпендикуляр* построим* (дроведеи* 

Аа« параллельно о.у), то тонка его пересѣненія о* СМ - бу

дет* искомой. 

Если в* данной плоскости есть нѣеколько толекъ, ко.-

торая должны быть совмѣщены, или если по совмещенным* по

ложении* нескольких* точекъ одной и той же плоскости тре

буется построить ихъ проекціи, та. удобно пользоваться ыас-

штабомъ сохращенія (не сокращенія, происходящего по оси 

у-ковъ, a сокращ.енія длинъ Dä„, СА0 g других* подобных* 

им*, при приведеніи плоскости А,CA«, вь положеніе, перпен

дикулярное кь картинной плоскости). Для построенія насшта-

ба берут* произвольный угол* LPU ( ч е р т . 3 4 3 ) а на одной 

сторонѣ его откладывают* F M ' = СУ., а на другой PJC • СМ„. 

Если бы было, нужно построить истинную длину отрезка CA, то 

мы отложили бы на FGL- часть F A 1 = CA и провели бы Ai А1 па

раллельно до встрБЧй с* РЕі. Отрвзокъ F А1, равнялся бы 
FÀ I , F M I 

C A , г такъ какъ - g - f - —~- . для нахоьденія сокращенной 
г А см. 

длины АС по ея истинной длин* А„С мы должны были бы отло

жить Ѵкі = C A , на сторонѣ PL. Гроведя АЦ' параллельно 

M J М ' , - м ы получили бы сокращенную длину РА' отрѣзка РАІ,, 

или, все равно., СА„. 

А К С О Н О М Е Т Р И Ч Е С К А Я П F О Е К Д, ІЯ Т Ѣ Я А . 

Пусть требуется построить аксонометрическую проекцію 

призмы, данной ортогональными проекциями ( ч е р т . 3 4 1 , I ) на 



Черт .341 . 
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плоскостях* х ,у ( и х, z, . Точку о., й плоскость. у ; о, z, (черт . 

341,. I I - о и. плоскость yoz)' мы можем* выбирать произволь

но. Находим* аксшнометрине.скую проекдію основанія ABCD, л е 

жащего на плоскости х,у ( . Разстоянія о і ' , оВ о.С? а од' с о 

храняют* свои размѣры въ аксонометрической проекдін, и п о 

тому мы просто откладываем* их* на оои ох ( ч е р т . 3 4 1 , І і ) . . Л и -

ніи AI«', ВВ« и т . д . перпендикулярны к* о , х , , т т е . параллель

ны о,у,. , и длина их*, данная на І-м*. чертежѣ, сокращается 

зо, второмь - вдвое, (показатель сокраценія принят* равным* 
1 , V 

/2). Поэтому мы проводим* на I i - о м * .чертежѣ АА' параллель

но оу и откладываем* АА1 = Х / 2 . іА' (на первом* чертежѣ).Та

ким* же образом* мы строимъ проекціи вершин* В, .С и D; с о е 

динив* их* между собою, получим* аксонометрическую., проек-

дію основанія призмы. Для построенія аксонометрической прог 

екціи боковых* ребер* призмы поступаем* так*: строимъ аксо 

ном етри.чеекув проекдію одной из*, вершин* верхняго осн(&ва-

н і я , например* D , . , D ' - ; ДЛЯ этого, ОТЪ о. (черт*-II) «тложим* 

oD z —, о , 0 ^ . ( н а черт-Л); через*. проводим* параллель оу и 
1 

на ней откладываем* длину D , ^ = /2 DJD, перваго. чертежа, 

а на параллели oz» проведенной изъ Ѵ>(, отложим* длину D^D,' 

е* перваго чертежа; построенная точка О т б у д е т * и.сюмой..Со

единив* точки Ь. и DJ, получимъ аксонометрическую щюекцію 

бокового,, ребра DD,'-. Если изъ точекъ ѳонованія А, В -и С про

ведем* параллели. DD' , а из* DJ' проведем* DJd.J параллельно 

DO, из* С; - О'Е', параллельно СВ. и т . д . , то. получим* а к с о -

нометрическую проекдію, как*, боковых* ребер*, так* и., ребер* 
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верхняго оенованія,. а следовательно и данной призмы. 

Йризи.а обыкновенно дается аксонометрическою проекці -

ею самой признд и вторичною проекці.ею (напр. DD, ) одного 

изъ боковых* реберъ, такъ какъ по этимъ даннымъ легко ре

шить всякій вопросъ, относящійся къ данной призме. 

I О С ï PO E H I E А К С О H О H T F И ? Е С К О Й 
П Р О Е К Д І Й Д. ИЛИ" Н Д Р А. 

Построим* аксонометрическую проекцію цилиндра по ра-

діусу основанія, высоте, у г л у ^ наклоненія оси к* плоско

сти основанія, полагая, ч-то цилиндр* поставлен* на гори

зонтальную координатную плоскость и ось его параллельна 

5«артинной плоскости. 

Построим* аксонометрическую проекцію оснаванія . Для 

этого совместим* плоскость x , y t (черт.342) с* картинной 

плоскостью вращеніемь около о . х , ; опишем* на ней окружность 

и приведем* плоскость х,у, в* прежнее положеніе. Окружность 

выразится при этом* эллипсом* AMBD'N. 

Проведемь черезъ центръ с 1 эллипса прямую с 1 / п а р а л 

лельно ох и с 'Ь такъ, чтобы угол* L e ' / быль равенъ-б^ . 

Диніи o 'L И Ъ1£ будутъ аксонометрической и Еторачноа аро-

екціями оси цилиндра (ось цилиндра параллельна x , z , , с л е 

довательно ея вторичная проекція параллельна ох и уголь 

ÔJ проектируется на картинную плоскость Е* натуральную ве

личину) . 

•На оси ( с ' L , с ' / ) выбираем* то.чку 0 ,с) такъ, чтобы 
И. Е. М И Х А Л Е В С К І Й . типо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ ПРЕЕИІН. О. Ф А Л Ь К Ъ . 

ЦАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТРІЯ. листъ 29-й. 
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Черт.342. 

разсто -

ян іе Ce 

отъ го.-

ризонтальнои 

плоскости рав

нялось высоте 

h; тогда С -

аксонометриче

ская, а с -

вторичная про-

екція центра 

верхняго осно-

ваяія цилиндра. 

Чтобы получить проекцію окружности верхняго основанія 

цилиндра, аы проводим* черезъ с' различный хорды ( среди 

них* AB параллел. ох и üN паралл. оу ) , а черезъ С - прямыя г 

им* равяыя и параллельная); соединив* концы этнхъ прямыхъ, 

мы получимъ эллипс*, который будетъ проекціей верхняго. о с 

нован! я . 

Зная проекціи оси и основаній цилиндра, можно, считать 

задачу о построены проекціи цилиндрической поверхности з а -

кэнненяой; но для наглядности иззоражеяія строят* крайнія 

ооразующія (отделяющая видимую часть поверхности от*, неви

димой) . Въ пространстве онѣ находятся так*: к* цилиндру 

проводят* касательныя плоскости, параллельная направленію 

луча зрѣнія, и замечают* образуюидя прикосновенія, Которыя. и, 
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будутъ -искомымио Эти образующая будутъ проходить- через* 

тѣ точки основанія цилиндра, въ которых* слѣды касатель 

ных* плоскостей будутъ касаться основанія цилиндра.Каса--

тельная пло..ско.сть к.ь цилиндру, проведенная параллельно, 

направлеыію. луча зрѣнія, будетъ проектирующею плоскостью 

для всѣхъ т.ояекъ.и лияіа , лежащихъ въ ней (следовательно 

и для образующихъ касанія и для слѣда касательной плоско

сти).. Поэтому аксонометрическія проекціа слѣдовъ(горизон

тальных*) касательных* плоскостей и образующихъ прикоено-

венія совпадаютъ с* I i 1 и BE', и мы мо.жемъ получить про-

екціи этихъ образующих*, проведя к* .эллипсам* ѳсновані-я 

цилиндра касательныя линіи (услов іе , которому удовлетворя

ет* сіѣдъ касательной плоскости) параллельно c'L (усгов і е , 

которому удовлетворяютъ всѣ образукщія цилиндра). Эти к а 

сательная и будут* служить очерками боковой поверхности 

цилиндра. Вторичный проекціи.образующих* циличдс'ъ будут* 

параллельны охи 

цилиндрическая поверхность задается обыкновенно аксо.-

нометрической проекціеа самаго цилиндра и вторичной проек-

ціей лдной. из* образующихъ, но для рѣшенія задан* достаточ

но знать аксонометрическую проекцію цилиндра, и вторичную 

праекцію центра верхняго. основания. 

Чтобы построить на поверхности цилиндра точку,прово

дим*, на- поверхности -произвольную образующую (DD', dD* ) , ори 

чем* обѣ проекціи ея параллельны оси цилиндра, и на ней бе

рем* точку (К, К? ) . . . 
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Черт.343. Черт.343 изо

бражает* прямой 

цилиндр*, поста

вленный на пло.-

скоеть г, у,- . Для 

построен! я осно-

ванія на ПЛОСКО

СТИ zy, нужно по

следнюю сшвмѣ-

стнть с* картинной плоскостью zx, на которой построить о.с-

нованіе и потом* плоскость возвратить в* прежнее пэложеніе. 

Черт.344. Если бы пря

мой цилиндр* был* 

поставлен* на г о 

ризонтальную пло.-

скость (чер .344) , 

то аксонометриче-. 

скія іроекціи его 

образующих* были 

бы параллельны oz. 

Построим* про-

екціи К О Н У С А по радіусу оснозанія , внсотѣ, углу <^s 

между осью и плоскостью основанія, если ѳснованіе находится 

на горизонтальной плоскости, а ось параллельна картинной. 

Строим* проекціи основанія и оси конуса, как* их* стро.-

или для. цилиндра. На оси ( с ' Ь , о1^) (черт.345) выбираем* 
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Черт.345. точку Us,в ) , 

метрическая, a s - вторичная проекція вершины конуса. 

Для построенія крайних* образующих* проводят* к* к о 

нусу касательныя плоскости, параллельный напраЕленію луза 

зрѣнія . Для этого проводят* черезъ вершину конуса прямую, 

параллельную направленію луна, находать елѣдъ ея на плоско

сти основанія и изъ полученной точки проводить касательныя 

къ основанію конуса, которыя будут* слѣдами касательных* 

плоскостей на плоскости основанія конуса. В* аксонометріи 

прямая, проведенная через* вершину параллельно лучу зрѣнія, 

т . е . параллельно направленію проектированія, будет* проек

тирующей линіей всъх* ея точек* (следовательно, и вершины 

и слѣда ея на плоскости основанія конуса) . Поэтому в* аксо

нометрической проекціи вершина конуса и горизонтальньій 

слѣд* прямой, параллельной лучу з^ен ія , сливаются. Если че-

разстояніе 

8s которой 

отъ гори

зонтальной 

плоскости 

X, у; равня

ется данной 

высотѣ 

ъ ; т о г 

да s -

аксоно-
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рез* сказанную прямую проведемъ касательный плоскости къ 

конусу, то онѣ будутъ проектирующими плоскостями для всѣхь 

линін, въ них* лежацихь (следовательно, и образующих* ка -

сан ія и. СЛЕДОВ* касательныхъ плоскостей). Поэтому аксоно-

метринескія нроекціи образующихъ касанія сливаются съ а к 

сонометрическими проекціями слѣдо-въ и, следовательно, долж

ны касаться аксонометрической проеклД.и основанія конуса. 

Такія -образующая суть AS a BS* а нхь втори.чныя проекціи -

As и Bs. 

По двумъ проекции* вершины и проехціи основанія иы 

можемъ построить любую толку поверхности (это обстоятель

ство указывает* на достаточность этих* условій для задая ія 

конуса ) . 

Если бы конус* былъ прямой (черт .346) , то вторичная 

z Черт.346. 
проекпДя вер 

шины попала 

бы въ центръ. 

основан!я. 

СіНЕІІЕ ПРИЗ
МЫ. ПЛОСКОСТЬЮ. 

Пусть приз

ма дана а к с о 

нометрически

ми проекциями 

основаніа 
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ABÖD и A'B'Ö'D' и их* вторичными проекиДями abod и a ' b ' e ' d ' ; 

тогда, аксонометрическими арое.кдіями боковых* реберъ будутъ 

служить прямыя АА1, ВЬ 1 , О С 1 . . . - . , a ихъ вторичными проек-

ціями - прямыя: aa', Ь Ь 1 , е е ' . . . . . Построим* аксонометриче

скую проекцію сѣяенія этой призмы ПЛОСКОСТЬЮ °</3.^«. ДЛЯ. 

ЭТОГО, найдем*: точки вст.рѣяи реберъ съ данной плоскостью 

Счерт.347) . 

Проводим* черезъ ребро (АА1 ',. аа 0' горизонтально-про

ектирующую плоскость pa'q (горизонтальный слѣд* ея со.впа-

детъ съ а а ' ) . І и я і я - с ѣ ч е н і я плоскостей pa'q и &Lß>^ прой

дет* черезъ толку, ѣ пересѣченія горизонтальных* СЛ-ЁДОВЪ. 

Для нахожденія другой точки, принадлежащей динін сѣченія, 

проводим* вспомогательную плоскость vsp параллельно х/уІ . 
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Оѣ.ченіе ея съ pa'xj есть прямая Ш, параллельная а а / , а съ 

плоскостью °^ß^" ~ параллел. oiß. Яинія Nt есть ли-

нія пересѣненія плоскостей схуЗ^к" и pa'q, а точка (M, m) 

есть точка ветрѣчя ребра (А/Л, а а 1 ) съ плоскостью <*ув^ • 

Іиніи сѣченія Hh, t F f й горизолтадьно-проектирукщихъ 

плоскостей, проведенных* черезъ другія ребра призма, съ 

плосщстью oLß> ^ будут* параллельны N i . Для нахождения ис

тинной величины сѣченія можемъ совместить плоскость осJ2>^~ 

съ картинной плоскостью. 

Іан іи сѣненія различных* поверхностей плоскостями и 

между собою строятся въ аксонометрической проекдіи по тѣмъ 

же правилам*, какъ и в* ортогональной. 

B 0 C T F 0 E H I E П А Д А Ю І Д Й Х Ъ Т Ѣ Н Е 2 
В Ъ А К С О Н О М Е Т Р И Ч Е С К О Й П Р О Е Е Д І Й . 

Если при построеніи тѣни въ аксонометрической проек

ции пользоваться тѣмъ же самым* нзлравленіем* лучей свѣта, 

какое принимается вь про.екціи ортогональной, то необходимо 

построить аксонометрическую проекщію куба и его діагонали; 

тогда определится направленіе АЪ проекціи самаго луча и аЪ 

его вторичной проекціи ( ч е р т . 3 4 8 ) . При таком* направленіи 

свѣтового луча тѣнь от* вертикальнаго отрѣзка Аа будетъ 

равна длинѣ ab, которая больше Аа. Хотя такое направленіе 

и может* быть принято за направленіе свѣтовых* лучей,но в* 

практик* для большей простоты задаются произвольным* напра-

вленіемъ свѣтовых* луней, с* соблюде-наем* одного условія , 
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( 
маго. отрѣзка. 

Черт.348. чтобы длина тѣ> 

ни,падающей отъ 

вертикальнаго 

прямолинейнаго 

отрѣзка на гори

зонтальную и 

вертикальную 

плоскости, была 

равна длинѣ с а -

При.параллельномъ направлении свѣтовыхъ лучей длина 

тѣни, падающей отъ вертикальяаго отрѣзка на вертикальную 

плоскость, всегда будетъ равна длинѣ даннаго отрѣзка,но,-что

бы соблюсти это. условіе относительно горизонтальной плоско

сти, нужно при выборѣ направления СВѢТОЕОГО луча поступать 

такъ: за вторичную.проекпію луча (черт.349) принять л р о и s -

вольный 
Черт.349. 

о.трѣзокъ 

аЪ, по> 

томъ ЙЗЪ 

а прове

сти па 

раллель 

ОСИ 02 и 

на ней 

взять о т -
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рѣзогъ Аа = .ab, соединить А съ b в прямую Ab принять sa 

наігравленіе свѣтовдхъ лучей. Еъ такомъ случаѣ всѣ. свето

вые лучи будутъ изображаться прямыми, параллельными АЬ, 

а ихъ вто..ричныя горизонтальная про.екціи - прямыми, Парал

лельными ab, и притом* длина тѣни отъ вертикальныхъ о т -

ръзкозъ на горизонтальныхъ и вертикальныхъ плоскостяхъ 

будетъ..равна длине., самаго отрезка . . Вторичныя. про.екціи л у 

на на картинной.плоскости zx и-боковой zy будутъ соответ

ственно, параллельны а ' Ѵ и а ^ . 

Дана точка (А/ а) и яаправленіе..световых* луней (St , 

st)-; построить падающую тень отъ точки: I ) На плоскости ху. 

Черезъ .А, параллельно St , проводим* линію Ab (черт . 

350), а черезъ а, параллельно s t - линію ab; въ точке п е -

п ^ . т ост ресъченія 

про:.веденных* 

линій . полу,-

чимъ падающую 

тень . 

I I ) На г о 

ризонтальной 

плоскости с х у з ^ " Счерт .350) . - Найдемъ вторичную проеЕЦію 

аѴ точки 1 на плоскости oCj$^~,: для чего достаточно, о'.тъ а 

отложить длину а а ' , равную oj3. Черезъ толку А про,вед.емъ 

Ab параллельно S t . j а черезъ а' параллельно st - a 'b f i ; . въ 

точке Ъ1 пересечен ія проведенныхъ линій получимъ падающую 

тень отъ данной т о ч к и . 
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I I I ) Sa вертикальной плоскости РМ (:черт.350)..- Че

резъ А- параллельно St проведемъ Аь, а черезъ а - ab парал

лельно s t . Черезъ прямую (Ab, ab) вообразимъ вертикальную 

плоскость, которая пересѣчетъ данную FNM по линіи Dd; въ 

точкѣ D будетъ падающая тѣнь. 

Принимая наше условіе , что Ss = s t , можно предыдущая 

построенія упро..стить, замѣняя ихъ простыыъ откладываніемъ 

высоты точекъ отъ ихъ вторичныхъ проекц-ій по ливіямъ,парал

лельным* вторичнымъ-•проекціямъ свѣто;Быхъ лучей. Такъ, точка 

b получится, если отложить ab =. Аа; точка ъ 1 - , если ОТЛО

ЖИТЬ a f b r =г Аа ' ; накояецъ, точка D - , если-Оіложить ad4-Dd= 

= Аа. Чеш?.351. IV) На пло

скости GDE 

(черт.351) 

Нерезъ А па 

раллельно St 

проведемъ 

прямую АВи 

черезъ а п а 

раллельно s t -

прякую аЪ; черезъ прямую (АЕ, аЪ)" вообразимъ вертикальную 

плоскость aFE, которая пересѣчетъ данную по линіи Eh; точ

ка В пересѣченія линій AB и Eh будетъ падающей тѣнью. 
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I Ï 0 C T P Û E H I E Т Ѣ Н Й О Т Ъ ' ï О Н О 
НА К Р й В S X Ъ П О В Е Р Х Н О С Т Я Х ! * . 

Въ аксонометрической нро.екціи падающад тѣнь отъ т о л 

ки на поверхностях* цилиндра и конуса строитсн такъ же, 

какъ и въ ортогональной..Построим* kпадающую*тѣнь,отъ т о ч 

ки (А, а) на поверхности цилиндра (черт . 352), даннаго. аксо.-

Черт.352. неметри

ческими 

п р о в о д а 

ми. Для 

этого че 

резъ точ

ки (А, а) 

проводим* 

прямую (АА ,̂, 

aA L) п а 

раллельно направленію падаюдаго. луча, ( s t , s t ) и находим* 

точку встрѣ.чи ея с* поверхностью цилиндра. Для этого че 

рез*^ (А,.а) проводим* (АК, аК) параллельно образующей (BD, 

bD) даннаго цилиндра; плоскость, определяемая прямыми (АІА .̂ 

аА^) и (.АК, аК), будетъ имѣть горизонтальным* слѣдомъ ли-

нію КАЛ и пересѣчетъ цилиндр* по образующей LH, пересѣче-

н і е которой съ проведенным* лу.чем.* ккг даст* пекшую точ

ку (К, а „ ) , которая в будет* тънью от* данной тонкиЦ, а) 

на поверхности нашего, .цилиндра. 

При построеніи тѣни отъ точки (Е,ъ) на поверхности 



- 461 -

Черт .353 . конуса (черт . 

наютъ такъ : че:-

мую (ВВ^, b B j 

параллельно .^* 

353- ій) посту.-

s t ) н находятъ 

проводят* при

точку ветрѣчи 

резъ точку(В,b) 

ея съ поверхно

стью конуса. Для этого черезъ вершину ( F , f ) конуса и лучъ 

есть прямая BJï), ко.торая пересѣнетъ конусъ по образующей 

(Fi.,, i l ) ; точка встрѣчи послѣдней съ проведеннымъ лучемъ 

(ВВ 4 , ЪБ^) опредЕлитъ искомую точку ( В в , ъо). 

ПО. С Т Р О Е H I I С О Б С Т В Е Н Н О Й Й 
il А Д І В Ц І І Т Ѣ Н И Т Ѣ Л Ъ Б Ъ А К С 0. H 0> 

M E T P И Ч Е; С К 0 Е- П F 0 Е К Д I й . 

Мы знаемъ, что по.строеніе собственной и падающей Т Е 

НИ тѣлъ приводится къ построенію линіи отдѣла освященной 

части отъ неосвещенной. Построив* эту линію, будемъ знать-, 

какая часть тѣла освъщева и какая находится въ тѣни. Если 

же отъ этой линіи построим* тѣнь на..плоскостях* про.екдіи 

или на иныхъ плоскостях*, то получимъ падающую тѣнь отъ 

разематриваемаго тѣла* 

(ББ,., ъ Б , 5 проводятъ плоскость (ея горизонтальный слѣдъ 
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Черт.354. 

Въ аксонометрической нро.екдіи линія отдѣла строится 

такъ же,, какъ и івъ ортогональной проекціи.Для примера раз--

смотримъ построен!з собственной и падающей тени, призмы и 

цилиндра. 

Построимъ собственную и падающую тень прямой призмы 

(ABODE,, abode), у которой ребра вертикальны, при направлен 

ніи светового луча (St , s t ) ( ч е р т . 3 5 4 ) . 

•Ітобы определить освещенныя и. темныя грани призмы,бе-^ 

рем* на некоторых* из*, них* точки, какъ напр. ( В , с ) на г р а 

ни (CD., cd) и ( K , Ü ) на грани (.-АЕ, ае) и проводим* черезъ 

них* световые лучи; если эти послѣдніе не встрѣтятъ граней 

призмы, -закрывающих* взятыя точки, та разсматриваемыя точ

ки освещены, въ противно мъ случае о не будутъ находиться въ 

тени, --Освѣщенныя точки будутъ принадлежать и освещенным* 

гранямъ, а неосвещенная - темным*. Так*, на черт.354 точка 

(к,іг) освещена, а тонка. Си,п) находится въ тени,потому что. 
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между нею и истозникомъ свита находятся грань (БС ,Ьс ) , ко 

торая и заслоняётъ эту точку отъ свѣта, прерывая лучъ въ 

точкѣ- (M r m). Поэтому толка ( Е , Г ) находится на освѣщенной, 

а точка (Ы,п) - на темной грани призмы. Подобно этому о б -

наружимъ,. что верхнее, основаніе освещено, а грань (DE,ed) 

находится ;въ тени.. Пересѣченіе світлыхъ граней съ темными 

определнтъ ..линію .отдела .свѣліа.отъ тѣли. .Ею будетъ -служнть 

ломаная .линія, образуемая совокупностью реберъ аА,. ISU ED, 

Da,..do,. сЪ и Ъа. Построявъ тѣнь отъ точекъ линіи отдела, 

т . е . отъ точки (D,d) - D 0 , точки (Е ,е ) .- Е„, тонки (.А,а)'-

А 0 , и соединивъ ихъ прямыми, получимъ .искомую..падающую 

ПОСТРОЕНИЕ СОБСТВЕННО! Й ПАДАЮЩЕЙ ТѢШ ПРЯМОГО Дй-

ЛИНДРА, У КОТОРАГО О.СЬ. ВЕРТЙШЬНА, - при шшравленіи л у 

чей (S t , s t ) ( ч е р т . 3 5 5 ) . 

тѣнь. 

Черт. 355.-

Для построенія линій отдела проводимъ къ цилиндру к а с а т е л ь -
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н ш плоскости, параллельная направлению свѣтового луча; 

таких* плоскостей можно, провести двѣ;. аксояометринеокіе 

ихъ слъды на пл оскости ху коснутся осно;.ванія .цилиндра, а 

сами плоскости коснутся поверхности цилиндра по. образую

щим* 1а и Сс, которыя раздѣлят* его поверхность на С В Е Т 

ЛУЮ и темную засть.. Эти образующія вмѣстѣ съ отрезками 

окружностей верхняго и няжняго основаній составляют* ли-

нію отдѣла аІБСса, Построив* тѣнь отъ точек* этой линіи 

и соединив* ихъ, получим* границу искомой падающей тѣни. 

Видимая собственная тѣнь дилиндра будетъ заключена между 

образующими аа и Dd. 

ПОСІРОШЕ СОБСТВЕННОЙ. И ПАДАЮЩЕЙ ТѢНБ ПРЯМОГО ЦИЛИНДРА, 

ПОСІАВЛЕННАГО НА .КАРТИННУЮ ПЛОСКОСТЬ. 

Ось 00, .такого .цилиндра (черт .356) будетъ параллель

на оси оу. Картинное основаніе дилиндра есть ВС, другое 

основаніе - AD, а его вторичная проекція на плоскости ху 

есть прямая de, параллельная ох и равная діаметру крупа 

основанія . 

Направление лучей дается прямой (St, s t ) . 

Для построенія линіи отділа проводим* к* нашему ци

линдру касательная плоскости, параллельныя свѣтовому л у 

чу; картинные слѣды ихъ будутъ параллельны вторичной про-

екціи S ' t ' луча на картинной плоскости. Поэтому на картин

ной плоскости к* основанію цилиндра проводим* касательная 

ЕВ, и ССв параллельно S ' t ' , которыя и будут* слѣдами к а -
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сательных* плоскостей къ поверхности цилиндра; между ними 

оудетъ заключена падающая тѣнь отъ цилиндра на картинной 

плоскости. Образующія iE и CD раздѣляютъ циливдръ на свет

лую и темную части; часть, обращенная къ свѣту - освѣщена, 

а противоположная - оудетъ представлять собственную тѣнь 

цилиндра. Линід отдѣлг оудетъ гтти по образующей АЕ, по 

и м * по дуг* AED, затѣмъ по образующей CD а по Еерхней по 

луокружности основанія цилиндра. ТЕНЬ отъ образующей AB 

расположится на картинной плоскости по Ѣс0, а на плоскости 

ху - по Вв.А„ параллел. оу, при чемъ .А„ есть тѣнь отъ точки 

( А г а ) . Тѣнь отъ образующей CD будетъ ломаная CC0D0 (въ н а 

шем* случаѣ - невидимая), при чемъ Ъа - тѣнь отъ точки 

(D „ d ) . Построив* по точкам* тѣнь отъ дуги .AED, получим* 

кривую A„E e D e , окончательно ограничивающую тѣнь на плоско-
о т н Х у ' к ѳ н в ц ъ, 

И. Е. МИХАЛЕВСКІЙ. тнпо-лит. ю. В Е Н Е Р Ъ П Р Е Е М Н . О. Ф А Л Ь К Ъ . 

НАЧЕРТАТ. ГЕОМЕТР/Я. листъ 30-н: 
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Л зо бражені е плоскости : . : . ; . ; . : . ; . ; . Ѵ . 4 4 0 

Совмгьценіе •«;••.:••••••• 444 

Аксонометрическая проекція тѣла 443 

Лостроеніе аксонометрической проекціи цилиндра 449 

Сѣченіе призмы плоскостью '•*'<.:.'»,,'• . * . ' • • • . '• »">•'•• V . ' • . :« '<• 454 

Ластраеніе падающихъ тіьней въ аксонометрической 

. проекц іи . ѵ . : . .='..:.;•;•>• ѵ . . ' , ; « ; . : « 4 5 6 

Лостроеніе тѣни отъ точки, на криеыхъ по ворхно стях.ъ. 460 

Еостроеніе собственной и падающей тѣни шѣлъ въ 
аксонояетрическа-й проекціи . . . о » ' . ' . ' . 4 6 1 

Л остр оені е собственной и падающей -ітьни пряяо.ло ци
линдра, у котораго ось вертикальна ; . ^ « . . ; . - . > Ѵ . \ - Ѵ 4 6 3 

Достроеніе собственной и падлхѵ^ей тѣии пряиаіа.. ци

линдра* поставленчаго к : картинную плоскость*'-. 464 


